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Εισαγωγή

Η παρούσα μελέτη χωρίζεται σε τρείς ενότητες.
Στην πρώτη ενότητα πραγματοποιείται μια σύντομη ιστορική αναδρομή

στη χαρτογραφία από την αρχαιότητα μέχρι και σήμερα. Παρατίθεται και
σχολιάζεται ηπροσφοράκάποιωνσημαντικώνχαρτογράφων/μαθηματικών
στη χαρτογραφία, το έργο των οποίων επηρέασε σημαντικά και την εξέλιξη
των μαθηματικών.

Η δεύτερη ενότητα είναι αφιερωμένη στον Leonhard Euler. Ο Euler εκτός
από χαρτογράφος υπήρξε μία από τις μεγαλύτερες μαθηματικές διάνοιες όλ-
ων των εποχών. Υπήρξε πρωτοπόρος σε αρκετά θέματα και ο όγκος του έρ-
γου του είναι πραγματικά τεράστιος και απροσπέλαστος ακόμα και για το
σύγχρονο μελετητή. Το βάθος των θεωρητικών του συλλογισμών, η ευκολία
του να χρησιμοποιεί τα μαθηματικά για την επίλυση σημαντικών πρακτικών
προβλημάτων και η ικανότητά του στους υπολογισμούς τον καθιστούν συ-
γκρίσιμο με τον Αρχιμήδη. Η ιδιαίτερη αναφορά στον Euler οφείλεται στο
γεγονός ότι στην τρίτη ενότητα της εργασίας θα παρουσιάσουμε τις μαθη-
ματικές του ιδέες στην χαρτογραφία.

Στην τρίτη ενότητα θα εξηγήσουμε πως ο Euler θεμελιώνει και αντιμετω-
πίζει με χρήση των διαφορικών εξισώσεων το πρόβλημα της χαρτογραφίας.

0.1 English Summary

This study entitled “The application of differential equations in cartography”
is divided into three sections.
In the irst section there is abrief historical reviewof cartography fromantiqu-
ity to the present. Mathematicians, whose work has signi icantly in luenced
theevolutionofmathematics, havemade important contributions in cartogra-
phy which are cited and commented.
The second section is dedicated to Leonhard Euler. Apart from a cartographer,
Euler has been one of the greatest mathematical geniuses of all time. He has
been a pioneer in several ields and the volume of his work is really enormous
and inaccessible even for the contemporary scholar. Euler is distinguished for
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the depth of his theories, the ease of using mathematics to solve important
practical problems and inally his ability tomakemathematical computations.
The particular reference to him is due to the fact that in the third part of this
work we will present his mathematical ideas in cartography.
In the third section we will explain how Euler establishes and addresses the
problem of cartography using differential equations. Euler proved that there
is no ”perfect” or ”accurate” mapping from the sphere to the plane but a map
thatmaintains thedistances (relative to some factor) in a series of curves. This
result arose from the study of partial differential equations. Considering this
negative conclusion, Euler assumed that in order to obtain the most accurate
mapping, thebest possible approach shouldbe found.He studies systematical-
ly the Partial Differential Equations satisfying various projections of the sphe-
re to plane. Euler studied the following three kinds of maps:

(1) Maps where the images of all meridians are perpendicular to a given
horizontal axis and all parallels are parallel to it.

(2) Maps which are conformal.

(3) Maps which preserve areas. Here, it is also assumed that the images
of all meridians are intersected by the images of the parallels at right
angles.

In the third section we present geographical maps of each of the three
kinds constructed by Euler’s method.



Κεφάλαιο 1

Βασικές Εννοιες και Ιστορική
Αναδρομή

1.1 Η Αναπαράσταση του Γεωγραφικού Χώρου

Η αδυναμία εποπτείας του γεωγραφικού χώρου οδήγησε από πολύ νω-
ρίς, ήδηαπότηνπαλαιολιθική εποχή, στην επινόησητηςαναπαράστασης του
χώρου, στην αρχή μέσω απεικονίσεων του πλησιέστερου περιβάλλοντος και
στη συνέχεια του ευρύτερου. Η αναπαράσταση αυτή είχε ως πρακτικό απο-
τέλεσμα την επινόηση των χαρτών. Η επιλογή χαρακτηριστικών του τρισ-
διάστατου γεωγραφικού χώρου και η παρουσίαση τους μέσω συμβόλων σε
δύο διαστάσεις είναι μια αφαιρετική διαδικασία αρκετάπροωθημένη για τον
πρωτόγονο ανθρώπινο νου. Ωστόσο, οι πρώτοι χάρτες σύμφωνα με τον [22]
πρέπει να εμφανίστηκαν πριν από τη γραφή, έτσι όπως τουλάχιστο προκύ-
πτει από μαρτυρίες ταξιδιωτών που ήρθαν σε επαφή με πρωτόγονους λαούς
που, χωρίς να έχουν ανακαλύψει τη γραφή, ζωγράφιζαν χάρτες. Φαίνεται
ότι η δημιουργία του χάρτη είναι αποτέλεσμα της έμφυτης τάσης του αν-
θρώπου να επικοινωνήσει με τους συνανθρώπους του. Οι άνθρωποι ζώντας
ως κυνηγοί και πολεμιστές μετακινούνταν πολύ στο χώρο και η γνώση για
διευθύνσεις και αποστάσεις ήταν σημαντική για την επιβίωση τους, γι’ αυτό,
από πολύ παλιά, παρατηρείται η ανάπτυξη συστημάτων δημιουργίας χαρ-
τών. Στη συνέχεια, η ανάγκη και η χρησιμότητα των χαρτών έγινε αντιληπτή
πρώτα από τους ναυσιπλόους, τους εξερευνητές και τους στρατιωτικούς και
πολύ αργότερα από τους πολιτικούς.
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1.2 Χαρτογραφία: Από την Αρχαιότητα έως Σήμερα

Χαρτογραφία είναι η επιστήμη η οποία συνδέει τη Γεωμετρία με τον πραγ-
ματικό κόσμο, δηλαδή τη «Φύση» [21].

Αυτός πουπρώτος έφερε τη χαρτογραφία στον χώρο της επιστήμης ήταν
ο Αναξίμανδρος ο Μιλήσιος, γύρω στα μέσα του 6ου αι. π.Χ. Ο κόσμος του
Αναξιμάνδρου, ο οποίος θεωρούσε τη γη κύλινδρο αιωρούμενο στο κέντρο
του ουράνιου θόλου, εκτεινόταν από τον Ατλαντικό Ωκεανό ως την Κασπία
θάλασσα και είχε κέντρο του το Αιγαίο. Ο ίδιος αναφέρεται ότι είχε κατα-
σκευάσει και ένα σχεδιάγραμμα της γης πάνω σε μια ορειχάλκινη πλάκα.
Γύρω στο 500 π.Χ. έχουμε τον περίφημο χάρτη του Εκαταίου, που και αυτός
ήτανΜιλήσιος. Ο χάρτης του θα είχε ασφαλώς βασιστεί και στα νέα στοιχεία
που μόλις είχαν γίνει γνωστά μετά το ταξίδι που είχε κάνει από τις εκβολές
του Ινδού ποταμού ως την Ερυθρά θάλασσα, ο Σκύλαξ από τα Καρυάνδα της
Καρίας, στο δεύτερομισό του6ουαι. π.Χ. Ακόμηθα είχε λάβει υπόψητου χρή-
σιμες πληροφορίες που είχαν προκύψει μετά την εκστρατεία του Δαρείου το
532 π.Χ. στη Σκυθία, όπως και αυτές που είχε ο ίδιος συλλέξει στα πολλά τα-
ξίδια του.

Τους επόμενους αιώνες η χαρτογραφία αναπτύχθηκε πολύ εξαιτίας της
περαιτέρωδιεύρυνσης τωνορίωντούτότεγνωστούκόσμου, διεύρυνσηςπου
έφτασε στο αποκορύφωμά της με την εκστρατεία του Μεγάλου Αλεξάνδρου
στην Ανατολή. Την ίδια εποχή ο Πυθέας, από τη Μασσαλία, πέρασε το Στενό
του Γιβραλτάρ και τραβώντας ρόταπροςΒορρά έφτασεπιθανόνως τη Σκαν-
διναβική χερσόνησο. Ωστόσο στη μεγάλη ανάπτυξη της χαρτογραφίας στα
χρόνια αυτά σημαντικό ρόλο παίζει και η παρατηρούμενη πρόοδος επιστη-
μών που σχετίζονται άμεσα με αυτήν, με πρωταγωνιστή τον Αριστοτέλη. Σε
μαθητή του τελευταίου, και συγκεκριμένα στον Δικαίαρχο από τη Μεσσήνη,
αποδίδεται και ηπρώτηπροσπάθειακαταμέτρησης τωνδιαστάσεωντηςγης.
Με μια οριζόντια γραμμή, που άρχιζε από τις Ηράκλειες Στήλες (σημ. Γιβραλ-
τάρ) και κατέληγε στον Ινδικό Καύκασο, γνωστή ως «διάφραγμα», διαίρεσε
τη γη σε δύο τμήματα, το βόρειο και το νότιο. Ο ίδιος ο Δικαίαρχος (ή κάποιος
μεταγενέστερος γεωγράφος) πρόσθεσε στην οριζόντια αυτή γραμμή και μία
«κάθετο», που περνούσε από τη θρακική Λυσιμάχεια και την αιγυπτιακή Συ-
ήνη (σημ. Ασουάν). Τόσο το «διάφραγμα» όσο και η «κάθετος» περνούσαν
από τη Ρόδο, που έτσι γινόταν το κέντρο του τότε γνωστού κόσμου.

Κατά τα χρόνια της ρωμαιοκρατίας, με την καλύτερη γνώση των διαφό-
ρων κατοικημένων ή μη περιοχών, παρατηρήθηκε σημαντική πρόοδος και
στον χώρο της χαρτογραφίας. ΟΜαρίνος οΤύριος (1ος-2ος αι. μ.Χ.), ένας από
τους σπουδαιότερους θεμελιωτές της λεγόμενης μαθηματικής γεωγραφίας,
ήταν αυτός που καθιέρωσε τον μεσημβρινό των Μακάρων νήσων (τα σημε-
ρινά Κανάρια νησιά) ως αφετηρία για τη μέτρηση των γεωγραφικών μηκών.
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Ωστόσο όλους τους παραπάνω επισκιάζει ο Κλαύδιος Πτολεμαίος (90 - 168
μ.Χ.) που, γεννημένος στην ΠτολεμαΪδα της Αιγύπτου και ζώντας στην Αλε-
ξάνδρεια, επινόησε τον 2ο αι. μ.Χ. μια μέθοδο που επέτρεπε την κατασκευή
των ακριβέστερων χαρτών που είχε ως τότε δει ο κόσμος [18]. Αναφέρουμε
χαρακτηριστικά ότι οι χάρτες του Πτολεμαίου χρησιμοποιήθηκαν από τον
Marco Polo (1254-1324 μ.Χ.) για να πραγματοποιήσει τα ταξίδια του στην
Κίνα. Ο Πτολεμαίος αν και ασκεί οξύτατη κριτική στο έργο του Μαρίνου, δεν
υπάρχει αμφιβολία ότι βασίστηκε τόσο στο έργο του τελευταίου όσο και άλ-
λων παλιότερων γεωγράφων, όπως του Ιππαρχου από τη Νίκαια (2ος αιώ-
νας π.Χ.), του Θεοδοσίου από την Τρίπολη (2ος αιώνας π.Χ.) και του Μενε-
λάου από την Αλεξάνδρεια (1ος – 2ος αιώνας μ. Χ). Διάσημα έργα του Πτολε-
μαίου είναι τα εξής:

(1) Μαθηματική Σύνταξις, γνωστό και ως Almagest. To Almagest προ-
έρχεται από το Αραβικό “al Majisti” που είναι παραφθορά του ελληνικού επι-
θέτου «Μέγας» στον υπερθετικό βαθμό «Μέγιστος». Η ”Μαθηματική Σύντα-
ξις” μαζί με τα ”Στοιχεία” του Ευκλείδη θεωρούνται τα πλέον σημαντικά επι-
στημονικά συγγράμματα. Σε αυτό το έργο ο Πτολεμαίος προτείνει την γεω-
κεντρική θεωρία, μια θεωρία που άντεξε για 1400 χρόνια μέχρι που ο Κοπέρ-
νικος (1543) παρουσίασε και απέδειξε το ηλιοκεντρικό σύστημα.

(2) Γεωγραφία. Στη ”Γεωγραφία”, για τον υπολογισμό των αποστάσεων
ο Πτολεμαίος χρησιμοποιεί συγκρίσεις των τόξων της Ουράνιας σφαίρας με
αντίστοιχα τόξα κύκλων στη Γη.

(3) Planisphaerum. Σε αυτό το έργο ο Πτολεμαίος διερεύνησε ουσια-
στικά τις ιδιότητες μιας σπουδαίας προβολής από τη σφαίρα στο επίπεδο
που είναι γνωστή σήμερα ως στερεογραφική προβολή, (βλέπε Εικόνα 1).

Ολα σχεδόν τα έργα του ο Πτολεμαίος τα έγραψε στα ελληνικά αλλά δυ-
στυχώς δεν έχουν διασωθεί τα πρωτότυπα. Τα έργα του όμως διασώθηκαν
επειδή είχαν μεταφραστεί στα αραβικά και λατινικά.

Ο Πτολεμαίος γνώριζε ότι στους γεωγραφικούς χάρτες δεν είναι δυνατόν
να διατηρηθούν ταυτόχρονα οι γωνίες και οι αποστάσεις και προσπάθησε
να βρει τον καλύτερο λογικό συμβιβασμό μεταξύ των αντίστοιχων παραμορ-
φώσεων. Επίσης, ο Πτολεμαίος, όπως και οι προγενέστεροι από αυτόν, Ελλη-
νες μαθηματικοί και γεωγράφοι (αναφέρθηκαν παραπάνω) γνώριζαν ότι η
γη είναι σφαιρική. Ο μύθος που υποστήριζε ότι το σχήμα της γης είναι επί-
πεδο δεν είχε πολλούς υποστηρικτές μεταξύ των επιστημόνων στην αρχαία
Ελλάδα. Ο Αριστοτέλης αναφέρει ότι οι προ-σωκρατικοί φιλόσοφοι Αναξιμέ-
νης, Αναξαγόρας και Δημόκριτος θεωρούσαν ότι η γη είναι σφαιρική. Ο Πλά-
τωνας τεκμηρίωσε και φιλοσοφικά για ποιο λόγο η γη έχει σφαιρικό σχήμα,
υποστηρίζοντας ότι ο Δημιουργός θα έδινε στον υλικό κόσμο το πλέον συμ-
μετρικό σχήμα, που δεν είναι άλλο από αυτό της σφαίρας (Τιμαίος, Πλάτων).

Κατά το μεσαίωνα, υπάρχει ανάπτυξη της γεωγραφίας στους Αραβες, οι
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οποίοι αφού μελέτησαν τις εργασίες τουΜαρίνου από την Τύρο και του Πτο-
λεμαίου, δημιούργησαν μια μεγάλη σχολή γεωγραφίας και χαρτογραφίας.
Πολύ σημαντικές θεωρούνται οι εργασίες του ιστορικού και γεωγράφου al-
Masudi καθώςκαι εκείνες τουμαθηματικού και γεωγράφου al-Biruni, ο οποί-
ος περιέγραψε διάφορες νέες γεωγραφικές προβολές.

Κατά την Αναγέννηση η αναγκαιότητα δημιουργίας γεωγραφικών χαρ-
τών ενισχύθηκε λόγωτης ανακάλυψης των νέων χωρών. Οι Leonardo daVin-
ci και Albrecht Durer, που εκτός από καλλιτέχνες ήταν και αξιόλογοι μαθημα-
τικοί, ασχολήθηκαν με τη γεωγραφία. Εργάστηκαν στα τεχνικά προβλήματα
που ανακύπτουν κατά τη δημιουργία ενός γεωγραφικού χάρτη και έδωσαν
στις δημιουργίες τους καλλιτεχνική χροιά, (βλέπε Εικόνα 2).

Δια μέσου των αιώνων τα μαθηματικά έπαιζαν πάντα ένα κυρίαρχο ρόλο
στην χαρτογραφία και η εξέλιξη τους συνεισέφερε στην κατασκευή πλέον
αξιόπιστων χαρτών. Γι’ αυτό πολλοί χαρτογράφοι υπήρξαν και σπουδαίοι
μαθηματικοί. Ο Πτολεμαίος, για παράδειγμα, υπήρξε μεγάλος μαθηματικός
που μαζί με τον Μενέλαο θεωρούνται οι θεμελιωτές της σφαιρικής γεωμε-
τρίας. Στους σύγχρονους χρόνους (18ος αιώνας και μετά) η χαρτογραφία
συνδέεται με τα μαθηματικά όσο ποτέ στο παρελθόν. Ετσι, όχι μόνο οι χαρ-
τογράφοι χρησιμοποιούν μαθηματικές μεθόδους για την κατασκευή χαρτών
αλλά και χάρη στην χαρτογραφία πολλοί κλάδοι των μαθηματικών αναπτύ-
χθηκαν. Για παράδειγμα, ο Darboux (1842-1917) σε μία ομιλία στην Ρώμη
(1908) αναφέρει οτι η απαρχή της διαφορικής γεωμετρίας βρίσκεται στην
χαρτογραφία. Πολλοί σημαντικοί μαθηματικοί του 18ου και του 19ου αιώνα
ασχολήθηκαν με την χαρτογραφία. Αναφέρουμε χαρακτηριστικά τους Lam-
bert, Lagrange, Euler, Chebyshev, Beltrami και Gauss. Επιπλέον, σε εργασίες
διαφόρων Γάλλων γεωμετρών, όπως των Liouville, Bonnet, Dabroux και άλ-
λων, η χαρτογραφία κατέστη μία εφαρμογή του απειροστικού λογισμού και
ένα σημαντικό κεφάλαιο της διαφορικής γεωμετρίας επιφανειών [21].

Πατέρας της χαρτογραφίας θεωρείται ο Lambert (1727-1777) ο οποίος
κατασκεύασε (1772) γεωγραφικές προβολές με αξιοσημείωτες ιδιότητες, ό-
πως μια κωνική σύμμορφη προβολή (οι μεσημβρινοί απεικονίζονται σε συ-
ντρέχουσες ευθείες και οι παράλληλες σε ομόκεντρους κύκλους με κέντρο το
σημείο τομής των ευθείων) και μια κωνική προβολή που διατηρεί τα εμβαδά.
Εδωσε επίσης ένα μαθηματικό χαρακτηρισμό των προβολών που διατηρούν
τις γωνίες.

Ο Lagrange (1727-1813) μελέτησε και επέκτεινε τις ιδιότητες πολλών
γνωστών προβολών. Την στερεογραφική προβολή την αποδίδει στον Πτο-
λεμαίο. Παρατηρεί ότι για να κατασκευάσει κάποιος μια προβολή αρκεί να
σταθεροποιήσει στο επίπεδο ένα δίκτυο ΄΄μηχανικών καμπυλών΄΄. Παρατη-
ρεί ότι υπάρχουν άπειρες προβολές οι οποίες διατηρούν τις γωνίες και ακο-
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λούθως εισάγει ένασυντελεστήστρέβλωσηςγια ναυπολογίσει τηνκαλύτερη
τέτοια προβολή. Σε ειδικές περιπτώσεις υπολογίζει επακριβώς τον συντελε-
στή στρέβλωσης. Επίσης μελετά κατ’ αναλογία, προβολές στο επίπεδο που
διατηρούν τις γωνίες και ορίζονται πάνω στις εκ περιστροφής επιφάνειες.

Σαν συνέχεια όλων αυτών ο Gauss (1777-1855) ασχολείται με την χαρ-
τογραφία. Στην εργασία του [12] διακηρύσσει ότι σκοπός του είναι η κατα-
σκευήχαρτώνκαι ημελέτη της χαρτογραφίας γενικότερα.Ηχαρτογραφία εί-
ναι λοιπόν η αφετηρία για να ανακαλύψει τα περίφημα θεωρήματα των επι-
φανειών, το λεγόμενο «Υπέροχο Θεώρημα» και το «Θεώρημα ύπαρξης ισο-
θερμικών συντεταγμένων».

O Chebychev, ο επονομαζόμενος και Αρχιμήδης της Ρωσίας, διότι συνδύ-
αζε τα μαθηματικά με μηχανικές κατασκευές, σαν θαυμαστής του Lagrange
επέκτεινε τη δουλειά του μελετώντας κυρίως τις «καλύτερες» σύμμορφες
απεικονίσεις με βάση τον συντελεστή στρέβλωσης του Lagrange.

Ο Beltrami (1835-1900) παρατηρεί ότι οι πλέον ενδιαφέρουσες γεωγρα-
φικές προβολές είναι αυτές που διατηρούν τις γωνίες και τα εμβαδά αλλά
υπάρχουν και άλλες ιδιότητες που μπορεί να έχουν οι προβολές και αξίζει να
μελετηθούν, όπως για παράδειγμα οι μέγιστοι κύκλοι να απεικονίζονται σε
«σχεδόν ευθείες». Αυτή η ιδέα παίζει σημαντικό ρόλο στα μαθηματικά των
τελευταίων τριάντα χρόνων.

Ιδιαίτερη μνεία πρέπει να γίνει στον Tissot (1824-1897) ο οποίος μελετά
πρώτος μη σύμμορφες απεικονίσεις της κλάσηςC1, δηλαδή διαφορίσιμες με
συνεχείς παραγώγους. Παρατηρεί ότι απειροστοί κύκλοι στέλνονται σε απει-
ροστές ελλείψεις και εισάγει ένα συντελεστή στρέβλωσης για μη σύμμορφες
απεικονίσεις και αποδεικνύει ενδιαφέρουσες ιδιότητες των μη-σύμμορφων
απεικονίσεων.

1.3 Γεωγραφικές Συντεταγμένες

Οπροσδιορισμός τηςθέσης ενόςσημείου επάνωστην επιφάνεια τηςσφαί-
ρας γίνεται με τη βοήθεια δύο μεταβλητών, του γεωγραφικού μήκους και του
γεωγραφικούπλάτους πουσυνιστούν το σύστημα των γεωγραφικώνσυντε-
ταγμένων. Το σύστημα αυτό ορίζεται με τη βοήθεια δύο κατηγοριών νοητών
γραμμών της επιφάνειας αναφοράς, των μεσημβρινών και των παραλλήλων,
(βλέπε Εικόνα 3).

Μεσημβρινός ενός σημείου είναι η τομή της επιφάνειας της σφαίρας με
το επίπεδο που ορίζεται από το σημείο και τον άξονα περιστροφής της Γης.

Παράλληλος ενός σημείου είναι η τομή της επιφάνειας της σφαίρας με το
επίπεδο που διέρχεται από το σημείο και είναι κάθετο στον άξονα περιστρο-
φής. Στην περίπτωση της σφαίρας οι μεσημβρινοί και οι παράλληλοι είναι
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κύκλοι, ενώηακτίνα τωνπαραλλήλωνμειώνεται όσοπλησιάζουμεστουςπό-
λους. Οπαράλληλοςπου διέρχεται από το κέντρο της Γης και είναι σε μέγεθος
μεγαλύτερος από όλους τους άλλους και ονομάζεται Ισημερινός.

Η θέση της προβολής του σημείου επάνω στην επιφάνεια της σφαίρας
προσδιορίζεται με τη βοήθεια των γεωγραφικών συντεταγμένων, δηλαδή,
δύο γωνιών. Η γωνία που σχηματίζει η κάθετος από το σημείο στην επιφά-
νεια της σφαίρας με το επίπεδο του ισημερινού ονομάζεται γεωγραφικόπλά-
τος (u). Η δίεδρη γωνία που σχηματίζεται από το επίπεδο του μεσημβρινού
που διέρχεται από το σημείο και από έναν αυθαίρετα επιλεγμένο μεσημβρινό
αναφοράς ονομάζεται γεωγραφικό μήκος (t). Ως μεσημβρινός αναφοράς με
γεωγραφικό μήκος 0◦ (μηδενικός μεσημβρινός), συνήθως, ορίζεται ο μεσημ-
βρινός που διέρχεται από το αστεροσκοπείο του Greenwich. Οι γεωγραφικές
συντεταγμένες μετρώνται σε μοίρες. Η τιμή του γεωγραφικού πλάτους κυ-
μαίνεται από 0◦ ως 90◦ στο βόρειο ημισφαίριο της Γης και από 0◦ ως –90◦
στο νότιο ημισφαίριο ενώ του γεωγραφικού μήκους κυμαίνεται από 0◦ ως
360◦ [20].

1.4 Κατασκευή Χαρτών – Γεωγραφικές Προβολές

Προκειμένου να απεικονισθούν οι παγκόσμιοι χάρτες θα πρέπει να υπάρ-
ξουν προβολές των σημείων από τη σφαίρα στο επίπεδο οι οποίες να ικα-
νοποιούν συγκεκριμένες απαιτήσεις, έτσι ώστε τα προβαλλόμενα είδωλα (ή
οι προβαλλόμενες εικόνες) να μην παρουσιάζουν μεγάλη παραμόρφωση της
πραγματικότητας. Ετσι, είναι σύνηθες, αντί του επιπέδου να χρησιμοποιού-
νται άλλες επίπεδες επιφάνειες για την προβολή των σημείων της σφαίρας,
επιφάνειεςπου είναι τοπικά ισομετρικέςπρος το επίπεδο. Τέτοιες επιφάνειες
είναι για παράδειγμα ο κύλινδρος και ο κώνος.

Είναι εύκολα αντιληπτό ότι ο κύλινδρος και ο κώνος είναι επίπεδες επι-
φάνειες: εάν «κοπούν» αυτές οι επιφάνειες κατά μήκος οποιουδήποτε γε-
νήτορα λαμβάνουμε επιφάνειες που δύναται να ενσωματωθούν ισομετρικά
πάνω στο επίπεδο. Με τη χρήση λοιπόν του κυλίνδρου και του κώνου κα-
τασκευάζονται εύκολα, γεωμετρικά, γεωγραφικές προβολές, (βλέπε Εικόνα
4).

Ποιες είναι όμως οι προϋποθέσεις που θα πρέπει να πληρούνται ώστε μια
προβολή να είναι τέλεια;

Η τέλεια προβολή είναι αυτή η οποία αντιγράφει τον παγκόσμιο χάρτη
από τη σφαίρα (ή από ένα μέρος αυτής) στο επίπεδο, διατηρώντας τις απο-
στάσεις, δηλαδή είναι μία ισομετρία (τοπική ισομετρία).

Ας ορίσουμε τη μοναδιαία σφαίρα (η ακτίνα δεν είναι σημαντική σ’ αυτή
την περίπτωση: η μέτρηση μεταξύ δύο σημείων της σφαίρας είναι η γωνία
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που σχηματίζεται από τις ακτίνες που περνούν από τα σημεία αυτά).
Παραδείγματα Γεωγραφικών Προβολών

1. Η γεωγραφική προβολή του Μαρίνου του Τύριου
Αυτή η προβολή μελετήθηκε και κατακρίθηκε από τον Πτολεμαίο
Οι μαθηματικοί τύποι είναι οι ακόλουθοι:

(1.1) x = t
y = u

όπου t είναι το γεωγραφικό μήκος και u το γεωγραφικό πλάτος.
Ηανωτέρωαπλήπροβολήπουαποδίδεται στοΜαρίνο τονΤύριο, η οποία

ανακαλύφθηκε, σύμφωνα με τον Πτολεμαίο, το 100 μ.Χ. Οι προβολές των
μεσημβρινών στους συγκεκριμένους χάρτες αποτελούνται απο κατακόρυ-
φες ευθείες και οι παράλληλες απεικονίζονται σε οριζόντιες ευθείες γραμμές,
(βλέπε Εικόνα 5). Η προβολή δεν είναι σύμμορφη ούτε διατηρεί τα εμβαδά.
Εξαιτίας δε των παραμορφώσεων που προκαλούνται, έχει μικρή αξία για τη
ναυσιπλοί̈α.

2. Η κυλινδρική προβολή του Lambert
Είναι μία κυλινδρική προβολή που διατηρεί τα εμβαδά όπως θα δούμε

παρακάτω. Οι μαθηματικοί τύποι που την περιγράφουν είναι οι εξής:

(1.2) x = t
y = sinu

Πρόκειται για μια σημαντική προβολή με αξιοσημείωτες ιδιότητες. Ο χάρ-
της όμως που κατασκευάζεται με βάση αυτή την προβολή παρουσιάζει πολύ
μεγάλη παραμόρφωση και τούτο διότι στη σφαίρα οι παράλληλοι τείνουν να
γίνονται μικρότεροι καθώς μετακινούμαστε προς τους πόλους ενώ στις προ-
βολές στο επίπεδο έχουν το ίδιο μέγεθος. Επίσης, οι εικόνες των ισοσταθμι-
σμένων παραλλήλων στη σφαίρα έρχονται πολύ κοντά στον κύλινδρο όταν
μεταφερόμαστε προς τον πόλο, (βλέπε Εικόνα 6).

3. Οι κωνικές προβολές του Πτολεμαίου
Στην πρώτη κωνική προβολή, οι μεσημβρινοί απεικονίζονται σε ευθείες

και συναντώνται σε ένα σημείο που βρίσκεται βόρεια του πόλου. Οι παράλ-
ληλες είναι κύκλοι. Μ’ αυτήν την προβολή οΠτολεμαίος κατασκεύασε χάρτες
σημαντικά βελτιωμένους, (βλέπε Εικόνα 7).

Τα χαρακτηριστικά αυτής της προβολής είναι τα ακόλουθα :
• Είναι κωνική
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• Διατηρεί ισαπέχοντες παραλλήλους
• Δεν είναι ούτε σύμμορφη ούτε διατηρεί τα εμβαδά.
• Οι Μεσημβρινοί συγκλίνουν σε ένα κοινό σημείο.
Ηδεύτερηκωνικήπροβολή είναιπιο εξελιγμένηκαιπεριπεπλεγμένη, (βλέ-

πε Εικόνα 8). Σ’ αυτήν οι γραμμές του γεωγραφικού πλάτους και του γεω-
γραφικού μήκους είναι καμπύλες και κατ’ αυτό τον τρόπο παρέχει ένα πιο
ικανοποιητικό σχήμα της γήινης σφαίρας, στο επίπεδο. Η απεικόνιση είναι
πολύ δυσκολότερο να κατασκευασθεί και βασικά οΠτολεμαίος χρησιμοποιεί
αστρονομικές παρατηρήσεις για να βελτιώσει την ακρίβεια του χάρτη που
προκύπτει από την πρώτη προβολή.

Θα πρέπει να επισημανθεί ότι όλοι οι χάρτες που κατασκευάστηκαν από
τον Πτολεμαίο θεωρούνται χαμένοι.

4. Η προβολή του Mercator

To 1569 oMercator κατασκεύασε εμπειρικά το χάρτη του. Το 1599, ο Αγ-
γλος μαθηματικός EdwardWright εξήγησε τα μαθηματικά αυτού του χάρτη.
Πρόκειται για έναν χάρτη στον οποίο οι γωνίες διατηρούνται, (βλέπε Εικόνα
9).

Το μεγάλο πλεονέκτημα αυτών των χαρτών είναι οι Λοξόδρομες καμπύ-
λες που στη σφαίρα τέμνουν με την ίδια γωνία κάθεΜεσημβρινό και απεικο-
νίζονται ως ευθεία γραμμή. Αυτή η ευθεία τέμνει όλους τους Μεσημβρινούς,
οι οποίοι είναι ευθείες στο χάρτη, με την ίδια γωνία. Παρακάτωθα δούμε πως
η προβολή του Mercator προκύπτει με την μέθοδο του Euler σαν λύση δια-
φορικών εξισώσεων.

1.5 Εξέλιξη της Χαρτογραφίας – Γεωγραφικά Πληροφο-
ριακά Συστήματα

Ηανάπτυξη της χαρτογραφίαςκαι η χρήσητωνχαρτώνδενυπήρξανποτέ
ανεξάρτητες από την άσκηση πολιτικής και αποτέλεσαν σημαντικό εργαλείο
στην άσκησή της. Η συνδυαστική χρήση των χαρτογραφικών δεδομένων με
στατιστικά στοιχεία έκανε την εμφάνισή της για πρώτη φορά στα μέσα του
19ου αιώνα και αποτέλεσε βάση για την άσκηση πολιτικής σε πολλά θέματα,
κυρίως στην πρόληψη του κινδύνου και τη διασφάλιση των συμφερόντων
των χωρών. Εκτός όμως των πολιτικών και στρατιωτικών εφαρμογών οι
χάρτες χρησιμοποιήθηκανωςαποδεικτικά εργαλεία και για άλλες επιστήμες.
Χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελεί η τεκμηρίωση, βάση χαρτογραφικών
δεδομένων, της πηγής διασποράς πανώλης στη βόρεια Σκωτία, που προερ-
χόταν από μια κοινόχρηστη βρύση.
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Η χαρτογραφία μέχρι και τα μέσα του 20ου αιώνα αποτελούσε αντικεί-
μενο εξειδικευμένων επιστημόνων και ουσιαστικά μια κλειστή κάστα. Για να
ασχοληθεί κάποιος με τη χαρτογραφία και τη δημιουργία χαρτών απαιτείτο
μελέτη χρόνων και πολύ ειδικές γνώσεις.

Κατά τη διάρκεια των δεκαετιών του ’60 και του ’70 έγινε η πρώτη προ-
σπάθεια για συστηματική χρησιμοποίηση των χαρτογραφικών δεδομένων.
Η ανάπτυξη μεθόδων λήψης και ανάλυσης αεροφωτογραφιών και εικόνων
τηλεανίχνευσης είχανωςαποτέλεσματηχαρτογράφησημεμεγαλύτερηακρί-
βεια από ότι τα προηγούμενα χρόνια. Οι ίδιες μέθοδοι ήταν αυτές που έδω-
σαν στους επιστήμονες τεράστιες δυνατότητες όχι απλώς για έρευνα, αλλά
και για σημαντική αύξηση της ακρίβειας των αποτελεσμάτων που προέκυ-
πταν από αυτή.

Ιδιαίτερα οι σχεδιαστές και οι αρχιτέκτονες στις Η.Π.Α. συνειδητοποίη-
σαν ότι τα δεδομένα που προέρχονται από διαφορετικές πρωτογενείς έρευ-
νες, μπορούν να συνδυαστούν και να ενοποιηθούν επικαλύπτοντας διαφανή
αντίγραφα χαρτών σε μία φωτεινή τράπεζα. Ο πιο γνωστός υποστηρικτής
της απλής αυτής τεχνικής ήταν ο αμερικανός αρχιτέκτονας !an McHarg. Η
πρώτη οργανωμένη προσπάθεια χρησιμοποίησης των χαρτογραφικών δε-
δομένων από τον ηλεκτρονικό υπολογιστή έγινε το 1963 από τον Howard Τ.
Fisher. Το πρόγραμμα του Fisher ονομάστηκε SYMAP (Synagraphic MAPping
System) και δημιουργούσε απλούς χάρτες τυπώνοντας στατιστικές τιμές πά-
νω σε έναν κάναβο, ενώ τα αποτελέσματα προβάλλονταν με πολλούς τρό-
πους χρησιμοποιώντας διαδοχικές γραμμικές εκτυπώσεις για την παραγωγή
κατάλληλων αποχρώσεων του γκρι. Το πρόγραμμα SYMAP ακολούθησε μία
σει-ρά άλλων προγραμμάτων χαρτογράφησης όπως το GRID και το IMGRID
που είχαν τη δυνατότητα να χρωματίζουν και να σκιαγραφούν επιφάνειες με
αποτέλεσμα να επιτυγχάνεται με τη χρήση των ηλεκτρονικών υπολογιστών
ότι οMcHarg με τις διαφανείς επικαλύψεις. Από τότε μία σειρά εξελίξεων όχι
μόνοσταπρογράμματααυτάαλλάκαι στην τεχνολογία τωνυπολογιστώνως
μηχανήματα, αλλά κυρίως με την εμφάνιση του λειτουργικού Web 2.0, είχαν
ως αποτέλεσμα τη δημιουργία των νέων συστημάτων που χειρίζονται, ανα-
λύουν και παρουσιάζουν πληροφορίες από το γεωγραφικό χώρο. Για το λόγο
αυτό ονομάστηκαν Γεωγραφικά Συστήματα Πληροφοριών (G.I.S), ή Συστή-
ματα Πληροφοριών Γης (L.I.S.) και χρησιμοποιήθηκαν από ένα ευρύ κοινό
επιστημόνων ποικίλων ειδικοτήτων που συνεχώς αυξάνεται [5].

Τι είναι όμως τα Γεωγραφικά Συστήματα Πληροφοριών; Παρόλο που δεν
υπάρχει ένας κοινά αποδεκτός ορισμός, οι περισσότεροι τείνουν να συμφω-
νήσουν ότι ΓΣΠ είναι το σύνολο υλικού, λογισμικού και διαδικασιών το οποίο
με την κατάλληλη χρήση υποστηρίζει τη συλλογή, διαχείριση, ανάλυση, μο-
ντελοποίηση και παρουσίαση δεδομένων με χωρική αναφορά για την επί-
λυσηπροβλημάτωνδιαχείρισης και σχεδιασμού.Ηαπλούστεραθαμπορούσε
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να ειπωθεί ότι τα ΓΠΣ είναι συστήματα υπολογιστών τα οποία διατηρούν
και χρησιμοποιούν δεδομένα που περιγράφουν συγκεκριμένες περιοχές της
γης [29]. Στις μέρες μας, τα ΓΠΣ έχουν αναδειχθεί ως μια αποτελεσματική
τεχνολογία διαχείρισης και ανάλυσης γεωγραφικών δεδομένων. Οι εξελιγ-
μένες δυνατότητες τις οποίες παρέχουν για την αποθήκευση, ανάκτηση ανά-
λυση, μοντελοποίηση και χαρτογραφική απόδοση εκτεταμένων περιοχών με
τηχρήσημεγάλουόγκουχωρικώνδεδομένων, έχει οδηγήσει σεβαθμιαία εξά-
πλωση των εφαρμογών τους.

Σχεδιάγραμμα 1 : Θεματικά επίπεδα ενός ΓΠΣ
(πηγή: https://www.valorgis.com/gisis b.html)

Ενας συνηθισμένος τρόπος θεώρησης των ΓΠΣ, είναι αυτός της οργάνω-
σης των χωρικών πληροφοριών με σειρά επιπέδων (layers) τα οποία αφο-
ρούν στην ίδια γεωγραφική περιοχή, βλέπε Σχεδιάγραμμα 1. Το καθένα από
αυτά τα επίπεδα περιλαμβάνει είτε δεδομένα στην αρχική τους μορφή (π.χ.
τοπογραφικές μετρήσεις, δορυφορικές εικόνες κτλ) είτε επεξεργασμένες θε-
ματικές πληροφορίες (π.χ. είδος βλάστησης, τύπος εδαφών, κλίση επιφανει-
ών, αποτελέσματα ανάλυσης δορυφορικών δεδομένων κτλ). Τα τελευταία
αποτελούν και τα θεματικά επίπεδα ενός ΓΠΣ.

Ανάλογες τεχνικές οργάνωσηςκαιανάλυσηςγεωγραφικώνπληροφοριών
με συμβατικά μέσα, θα μπορούσαν να δώσουν αντίστοιχα αποτελέσματα.
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Αυτό όμως είναι σχεδόν αδύνατο να πραγματοποιηθεί σε κάποιο λογικό χρο-
νικό διάστημα. Ετσι, σε πρακτικό επίπεδο τα δεδομένα και οι παράγωγες
πληροφορίες είναι οργανωμένα σε ψηφιακή μορφή και η επεξεργασία τους
γίνεται με ειδικό λογισμικό, ώστε να αξιοποιούνται οι δυνατότητες και τα
πλεονεκτήματα που παρέχει η πληροφορική.

Συνοπτικά, τα πλεονεκτήματα των ΓΠΣ σε σχέση με τις κλασσικές μεθό-
δους οργάνωσης, ανάλυσης και παρουσίασης γεωγραφικών δεδομένων σχε-
τίζονται με την αξιοποίηση δεδομένων από διαφορετικές πηγές, την ευκο-
λίααναθεωρήσεωνκαι ενημερώσεων, την ευκολίααποθήκευσης και ανάκτη-
σης πληροφοριών, τις δυνατότητες επεξεργασίας και μοντελοποίησης, και
τέλος τις εξελιγμένες δυνατότητες αυτοματοποιημένης χαρτογραφίας (ευ-
κολία δημιουργίας εναλλακτικών χαρτογραφικών επιλογών, χαρτογραφική
παραγωγή κλπ). Επιπρόσθετα, θα πρέπει να τονιστεί ότι τα ΓΠΣ δεν έχουν να
κάνουν μόνο με το που (χωρική διάσταση) βρίσκεται κάποια χωρική οντό-
τητα αλλά ασχολούνται επιπρόσθετα με τη φύση τόσο της οντότητας όσο
και της χωρικής διάστασης εξετάζοντας ταυτόχρονα τις υπαρκτές ή πιθανές
συσχετίσεις τους. Η σπουδαιότητά τους έγκειται στο ότι οι χωρικές μεταβλη-
τές μπορούν να προσεγγιστούν τόσο με βάση τη χωρική τους διάσταση όσο
και με βάση τις ιδιότητές τους. Ετσι, τα ΓΠΣ δεν είναι απλά υπολογιστικά συ-
στήματα για την κατασκευή χαρτών, αλλά αποτελούν αναλυτικά εργαλεία,
τα οποία αξιοποιούν τη χωρική, τη θεματική, τη χρονική διάσταση καθώς
και τις σχέσεις των γεωγραφικών δεδομένων [29].





Κεφάλαιο 2

Leonhard Euler

Η συμβολή του Leonhard Euler, στην εξέλιξη της χαρτογραφίας υπήρξε
καθοριστική. Και για τον ίδιο όμως, όπως αναφέρει σε μια επιστολή του στον
Christian Goldbach (1740), η χαρτογραφία υπήρξε «μοιραία» αφού εξαιτίας
της επίπονης εργασίας του στη δημιουργία χαρτών, έχασε το ένα του μάτι
και ίσως τον οδήγησε σε ολική τύφλωση [21].

Λόγω της σημαντικότητας των ευρημάτων του, όχι μόνο στη χαρτογρα-
φίααλλάγενικότεραστην επιστήμητωνμαθηματικών, θεωρούμεότι θαπρέ-
πει να κάνουμε μια εκτενή αναφορά στη ζωή και το έργο του. Οσα αναφέρει
χαρακτηριστικά οMarquis de Condorcet, στην υμνολογία του, δείχνουν πόσο
βαθύ υπήρξε το αποτύπωμά του:

«…όποιος στο μέλλον ασχοληθεί με τα Μαθηματικά θα έχει ως οδηγό τη
διάνοια του Euler… όλοι οι μαθηματικοί είναι μαθητές του» [6].

Το μεγαλύτερο μέρος των κατωτέρω βιογραφικών στοιχείων που αφο-
ρούν στον Leonhard Euler, αντλίθηκε από το βιβλίο του Ronald Calinger [1].

2.1 Τα πρώτα χρόνια στην Ελβετία: 1707-1727

Ο Leonhard Euler γεννήθηκε στη Βασιλεία της Ελβετίας τον Απρίλη του
1707. Ηταν γιος του Paul Euler και της Marguerite Brucker. Λίγο μετά τη γέν-
νησή του η οικογένεια εγκαταστάθηκε στο γειτονικό χωριό του Riechen. Ο
πατέρας του ήταν Καλβινιστής πάστορας και επιθυμούσε ο γιος του να τον
διαδεχθεί στην εκκλησία του χωριού. Δεδομένου ότι και η μητέρα του προ-
έρχονταν από οικογένεια ιερέων το μέλλον του νεαρού Leonhard φαινόταν
προδιαγεγραμμένο. Ετσι ο Euler σε ηλικία 14 χρονών μπήκε στο πανεπιστή-
μιο της Βασιλείας για σπουδές στηΘεολογία. Σύντομα όμως έγινε φανερό ότι
το ενδιαφέρον του είχε στραφεί σταΜαθηματικά. Ο ίδιος ο πατέρας του, του
είχε διδάξει Μαθηματικά από μικρή ηλικία. Ο Paul Euler είχε παρακολουθή-
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σει τις διαλέξεις του καθηγητή Jacob Bernoulli, ενός διακεκριμένου μαθημα-
τικού που κατείχε την έδρα των Μαθηματικών στο πανεπιστήμιο της Βασι-
λείας, και ήταν και ο ίδιος ολοκληρωμένος μαθηματικός. Ο Paul την εποχή της
μαθητείας του στο πανεπιστήμιο συγκατοικούσε με τον JohannBernoulli, μι-
κρότερο αδερφό του Jacob. Την εποχή που πήγε ο Leonhard στο Πανεπιστή-
μιο ο Jacob Bernoulli είχε πεθάνει και την έδρα των Μαθηματικών κατείχε
ο Johann Bernoulli, ο οποίος δίκαια θα μπορούσε να χαρακτηριστεί ο μεγα-
λύτερος εν ενεργεία μαθηματικός του κόσμου αφού ο Leibniz είχε πεθάνει
λίγα χρόνια πριν ενώ ο Newton είχε από καιρό εγκαταλείψει τα Μαθημα-
τικά λόγω ηλικίας. Ο Leonhard γνώρισε τον Johann Bernoulli καθώς και τους
γιους του Daniel και Nicolaus. Ο Johann Bernoulli αναγνώρισε την ιδιοφυΪα
του Leonhard σταΜαθηματικά και τον παρότρυνε να εμβαθύνει τις σπουδές
του προς την κατεύθυνση αυτή. Ο Bernoulli έγινε πνευματικός καθοδηγητής
για το νεαρό φοιτητή. Του πρότεινε μαθηματικά αναγνώσματα για τα οποία
συζητούσαν μια φορά τη βδομάδα στο σπίτι του καθηγητή. Στην αυτοβιο-
γραφία του ο Euler γράφει:

Ο Leonard Euler
«Σύντομα μου δόθηκε η ευκαιρία να έχω πρόσβαση στον διάσημο καθη-

γητή JohannBernoulli, ο οποίος είχε την καλή διάθεση να με συμβουλεύει γύρω
από τις μαθηματικές επιστήμες. Είναι αλήθεια ότι λόγω των εργασιών του αρ-
νήθηκε κατηγορηματικά να μου παραδώσει ιδιαίτερα μαθήματα, μου έδωσε,
όμως, μια πολύ πιο σοφή συμβουλή. Μου πρότεινε να προμηθευτώ μερικά δύ-
σκολα βιβλίαΜαθηματικών και να ταμελετήσωμε μεγάλη επιμέλεια. Οποτε θα
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αντιμετώπιζα κενά ή αξεπέραστες δυσκολίες θα μπορούσα να πηγαίνω κάθε
Σάββατο το απόγευμα ώστε να διασαφηνίζει όλες τις δυσκολίες. Το έκανε με
τέτοιο εύληπτο τρόπο ώστε όποτε υπήρχε η ανάγκη να συμπληρώσει ένα κενό
ή να διευκρινίσει μια δυσκολία, δέκα ακόμα κενά ή δυσκολίες εξαφανίζονταν
αμέσως. Είναι σίγουραοκαλύτερος τρόπος ναπροχωρήσεις σταΜαθηματικά».

Καθώς τα χρόνια περνούσαν και η σχέση τους ωρίμαζε ο Bernoulli συνει-
δητοποιούσε όλο και περισσότερο ότι αυτός ο νεαρός μαθητής ήταν μονα-
δικός. Παρόλο που ο πρώτος ήταν ιδιαίτερα ανταγωνιστικός και ευέξαπτος
άνθρωπος, κάποτε έγραψε στον Euler τα παρακάτω γενναιόδωρα λόγια:

«Παρουσιάζω τις υψηλότερες αναλύσεις σαν να ήταν στην παιδική τους
ηλικία, εσύ, όμως, τις φέρνεις στην ωριμότητά τους».

Φαίνεται πως ο Euler ήταν ο αγαπημένος του μαθητής. Δεν ήταν, λοιπόν,
τυχαίο που τον αποκαλούσε «πρίγκιπα των Μαθηματικών». Η περίοδος που
ο Euler βρισκόταν σε συνεχή επαφή με τον καθηγητή ήταν αποφασιστική
για την εξέλιξή του ως μαθηματικού.

Σε ηλικία δεκαπέντε χρονών ο Euler έλαβε από το Πανεπιστήμιο της Βα-
σιλείας το bachelor και δύο χρόνια μετά, το 1724, πήρε master. Με την ευ-
καιρία της απονομής του μεταπτυχιακού του εκφώνησε ένα λόγο που είχε
ως θέμα του μια συγκριτική μελέτη της φιλοσοφίας του Descartes και του
Newton. Ο Euler είχε ευρεία μόρφωση γιατί εκτός από τα Μαθηματικά μελέ-
τησε Θεολογία, Ιατρική, Αστρονομία, Φυσική και Γλώσσες. Αργότερα θα τον
δούμε να γράφει κυρίως στα λατινικά και μερικέςφορές στα γαλλικά παρόλο
που η μητρική του γλώσσα ήταν τα Γερμανικά. Το 1727 η Παρισινή Ακαδη-
μία των Επιστημών ανακοίνωσε ένα διεθνές επιστημονικό διαγωνισμό σχε-
τικά με τη θέση των καταρτιών στα πλοία. Ο Euler παρόλο που δεν είχε δει
ποτέ στη ζωή του πλοίο συμμετείχε στο διαγωνισμό γράφοντας μια μελέτη,
το κυριότερο μέρος της οποίας ήταν η ανάλυση, η μαθηματική τεχνική της
εξάρτησης. Η αδυναμία της βρισκόταν στην σχεδόν ολοκληρωτική έλλειψη
πρακτικότητας. Τελικά η συμμετοχή του βραβεύτηκε με τιμητική διάκριση
(accessit) και δημοσιεύτηκε. Στο μέλλον θα κέρδιζε το πρώτο βραβείο δώ-
δεκα φορές, ένα βραβείο καθόλου ευκαταφρόνητο αν σκεφτεί κανείς πως
εκτός από την ικανοποίηση της επιβράβευσης του επιστημονικού του έργου,
ο Euler λάμβανε ένα σημαντικό χρηματικό ποσό που τον βοηθούσε να λύ-
σει οικονομικά προβλήματα αλλά και να συνεχίσει με τον ίδιο ζήλο τις συμ-
μετοχές του. Την ίδια περίοδο έκανε αίτηση για τη θέση του καθηγητή της
Φυσικής στο πανεπιστήμιο της Βασιλείας και για να υποστηρίξει τη συμμε-
τοχή του έγραψε μια μονογραφία για τον ήχο με τίτλο: “Dissertatio physica
de sono”. Παρόλο που δεν πήρε τη θέση του καθηγητή, μάλλον λόγω της νε-
ότητάς του, η μελέτη του αξιολογήθηκε ως η δεύτερη καλύτερη και στα χρό-
νια που θα ακολουθούσαν θα παρέμενε κλασσική. Σε αυτή τη μονογραφία
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έκανε μια ανακεφαλαίωση της υπάρχουσας γνώσης για την ακουστική, δια-
τύπωσε με μαθηματικό τρόπο και με μεγάλη ευκρίνεια τις βασικές ερωτήσεις
και απάντησε σε μερικές από αυτές. Η αποτυχία αυτή δεν τον αποθάρρυνε.
Συνέχισε τις μελέτες του ελπίζοντας αυτή τη φορά σε μια θέση στην Ακαδη-
μία των Επιστημών της Αγίας Πετρούπολης, όπου ήδη βρίσκονταν οι παλιοί
φίλοι και συμμαθητές τουDaniel και Nicolaus Bernoulli ως καθηγητέςΜαθη-
ματικών.ΗΑκαδημία είχε ιδρυθεί το1725απότηνΑικατερίνη τηνΑ΄, τη χήρα
του Μεγάλου Πέτρου, που ακολούθησε τα σχέδια του άντρα της, ο οποίος με
τη σειρά του είχε ακολουθήσει τη συμβουλή του Leibniz. Την επόμενη χρονιά
από την ίδρυσή της ο Euler δέχτηκε μια πρόσκληση των αδερφών Bernoulli
για μια θέση στην Ακαδημία. Η θέση που προορίζονταν γι αυτόν ήταν στον
τομέα της ιατρικής και της φυσιολογίας. Ετσι ο Euler μελέτησε φυσιολογία
στη Βασιλεία παρακολουθώντας διαλέξεις στην Ιατρική. Τέλος ο Euler προ-
σελήφθη στην Πετρούπολη το 1727 ως συνεργάτης του ιατρικού τομέα της
Ακαδημίας.

2.2 Τα πρώτα χρόνια στην Ακαδημία της Αγίας Πετρού-
πολης: 1727-1741

Η σταδιοδρομία του Euler στη Ρωσία δεν ξεκίνησε με τους καλύτερους
οιωνούς. Τη χρονιά που έφτασε στην Αγία Πετρούπολη, πέθανε η Αικατε-
ρίνη η Α΄ και ο Πέτρος ο Β΄ που πήρε τη θέση της δεν έδειχνε ενδιαφέρον
για τις υποθέσεις της Ακαδημίας. Οι συντηρητικοί Ρώσοι ευγενείς που εί-
χαν αναλάβει την εποπτεία του δωδεκάχρονου Πέτρου, ήταν εναντίον της
Ακαδημίας καθώς την έβλεπαν σαν φορέα εισβολής των ξένων επιστημό-
νων που προέρχονταν από τη Γερμανία, την Ελβετία και τη Γαλλία. Ετσι το
πρώτο εκείνο διάστημα ο Euler αναγκάστηκε να καταταγεί στο ρωσικό ναυ-
τικό με το βαθμό του υπολοχαγού για να λύσει το βιοποριστικό του πρό-
βλημα. Από εκεί απέκτησε γνώσεις γύρω από την κατασκευή και τη λειτουρ-
γία των πλοίων και αργότερα έγινε αυθεντία στη ναυτική επιστήμη. Η βα-
σιλεία του Πέτρου του Β΄ δεν κράτησε πολύ. Μετά το θάνατό του, τον Φε-
βρουάριο του 1730, στο θρόνο ανέβηκε η Αννα η Α΄. Κατά τη διάρκεια της
βασιλείας της οι επιστήμες ξαναβρήκαν τη χαμένη τους αίγλη. Εν τω μεταξύ
μέσα στη σύγχυση των ημερών και μετά το θάνατο του Nicolaus Bernoulli
από πνιγμό, ο Euler ανέλαβε τη θέση αναπληρωτή καθηγητή Μαθηματικών.
Το 1730, ο Herman μαθηματικός που γεννήθηκε στη Βασιλεία το 1678 και
εργαζόταν στην Ακαδημία της Αγίας Πετρούπολης ως καθηγητής της Φυσι-
κής, επέστρεψε στην πατρίδα του έτσι η χηρεύουσα θέση του καθηγητή της
Φυσικής δόθηκε στον Euler. Οταν τρία χρόνια μετά ο Daniel Bernoulli επέ-
στρεψε κι αυτός στην πατρίδα του για να γίνει καθηγητής Ανατομίας και Βο-
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τανικής, ο Euler επιτέλους κατέλαβε την έδρα των Μαθηματικών. Κι ήταν
μόλις είκοσι έξι χρονών. Κατά τη διάρκεια αυτών των πρώτων χρόνων του
στη Ρωσία ο Euler έμεινε στο σπίτι του Daniel Bernoulli. Ετσι η αναχώρηση
του Daniel ήταν μεγάλη απογοήτευση για τον Euler που είχε συνδεθεί μαζί
του στενά σε προσωπικό αλλά και επιστημονικό επίπεδο.

Παρά την απογοήτευσή του για το φίλο που έφυγε, η έδρα των Μαθημα-
τικών ήταν πια δική του. Μια τέτοια επαγγελματική και ακαδημαϊκή ανέλιξη
έκανε τονEuler νανιώσει ασφαλής.ΗΑκαδημία τηςΑγίαςΠετρούποληςήταν
κατ’ ουσία ένας ερευνητικός οργανισμός που πλήρωνε αδρά τα μέλη της για
να παράγουν επιστημονική έρευνα. Ο Euler ήταν αφοσιωμένος στην έρευνα
και ταυτόχρονα ήταν υποχρεωμένος να δημοσιεύει τις μελέτες του και να
βοηθάει την κυβέρνηση της τσαρίνας και αργότερα του τσάρου σε όποιο ζή-
τημα προέκυπτε. Με τον καιρό έγινε επιστημονικός σύμβουλος της κυβέρ-
νησης. Ετοίμαζε χάρτες, επέβλεπε το κυβερνητικό τμήμα της γεωγραφίας,
έγραψε τα στοιχειώδη μαθηματικά εγχειρίδια για τα σχολεία της Ρωσίας, βο-
ήθησε στην αναμόρφωση του συστήματος των μέτρων και των σταθμών και
επινόησε πρακτικά μέτρα για τον έλεγχο των κλιμάκων, συμβούλευε το ρω-
σικό ναυτικό, μελετούσε ναυπηγική και αξιολογούσε έως και μηχανές πυρό-
σβεσης. Εκείνα τα χρόνια ήταν πολύ παραγωγικά για τον Euler. Οι συνάδελ-
φοί του στην Ακαδημία ήταν στην πλειοψηφία τους πρώτης τάξεως επιστή-
μονες και οι συνθήκες εργασίας που του πρόσφερε η Ακαδημία ήταν εξαιρε-
τικές. Σε ένα γράμμα του το 1749 έγραφε:

«…εγώ και άλλοι που είχαμε την ευτυχία να βρεθούμε στη Ρωσική Ακαδη-
μία δεν μπορούμε να μην αναγνωρίσουμε πως γίναμε αυτό που είμαστε χάρη
στις θαυμάσιες συνθήκες που επικρατούσαν εκεί…»

Οισυνθήκεςήταν ευνοϊκές κι έτσι οEulerπαντρεύτηκε το1733τηνKathe-
rina Gsell, την κόρη ενός Ελβετού ζωγράφου που εργαζόταν στην Ακαδημία.
Η Κατερίνα και ο Euler έζησαν μαζί, μέχρι και το θάνατό της (1773), σαρά-
ντα ευτυχισμένα και γόνιμα χρόνια και απέκτησαν δεκατρία παιδιά, από τα
οποία μόνο πέντε επιβίωσαν έως την ενηλικίωση και μόνο τρία έζησαν πε-
ρισσότερο από τους γονείς τους. Για να στεγάσει την οικογένειά του ο Euler
αγόρασε ένα σπίτι στις όχθες του ποταμού Νέβα, κοντά στην Ακαδημία. Πα-
ρόλααυτά ηακαδημαϊκή ζωή του δεν ήταν ανέμελη. Λόγωτης πολιτικής ανα-
ταραχής που βρίσκονταν η χώρα, κατά καιρούς υπήρξε έλλειψη ανοχής στις
διαφορετικές φωνές και μια αυξανόμενη καχυποψία στους ξένους. Ο ίδιος ο
Euler, όντας ξένος μέσα στην Ακαδημία όπως και πολλοί άλλοι άλλωστε, χα-
ρακτήριζε τη θέση του ως «μάλλον άχαρη».

Ευτυχώς η αυξανόμενη αίγλη του Euler στο μαθηματικό κόσμο βοήθησε
να ξεπεραστούντα εμπόδιακαι νααναδειχθεί οκορυφαίος επιστήμοναςστους
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κόλπους της Ακαδημίας. Τούτα τα παραγωγικά χρόνια η διάνοια του Euler
έλαμψε και η δουλειά του επεκτάθηκε σε πολλούς τομείς. Μελέτησε θέματα
όπως η θεωρία των αριθμών, οι άπειρες σειρές, η ανάλυση των μεταβλη-
τών και κατόπιν ασχολήθηκε με την εφαρμογή τους σε διάφορους κλάδους
όπως η μουσική, η χαρτογραφία, η ναυπηγική κ.α. Συνολικά ετοίμασε γύρω
στις 100 δημοσιεύσεις για διάφορα ζητήματα. Μια από τις σπουδαιότερες
εργασίες του αυτή την περίοδο ήταν η πραγματεία του πάνω στη Μηχανική
(Mechanica, siveMotus Scientia analytice exposita, 1736). O Euler, σε αυτό το
έργο, ήταν ο πρώτος που εισήγαγε αλγεβρικές και αναλυτικές μεθόδους στη
μηχανική, σπάζοντας έτσι την παράδοση του Νεύτωνα και των σύγχρονών
του που επέμεναν στις γεωμετρικές μεθόδους. Η πραγματεία του Euler, δη-
μοσιευμένη περίπου έναν αιώνα μετά τη δημοσίευση της Αναλυτικής Γεωμε-
τρίας του Καρτέσιου, έκανε στη Μηχανική ό,τι ο Καρτέσιος στη Γεωμετρία:
την ελευθέρωσε από τα δεσμά της συνθετικής παρουσίασης και την έκανε
αναλυτική. Δίκαια το έργο θεωρήθηκε ορόσημο στην ιστορία της φυσικής.
Την ίδια περίοδο θα δημοσιευτούν δύο τόμοι πάνω στις Ναυτικές Επιστή-
μες (Scientia navalis) που περιελάμβαναν μελέτες για την υδροδυναμική, τη
ναυπηγική και τη ναυσιπλοΪα. Αυτή η τεράστια παραγωγή, που αναλυτικό-
τερα θα δούμε στην ενότητα που είναι αφιερωμένη στο έργο του, προκάλεσε
σοβαρά προβλήματα στην υγεία του επιστήμονα με αποτέλεσμα το 1738 να
χάσει το φως του από το δεξί μάτι. Λέγεται πως σχολιάζοντας το πρόβλημα
είπε «αυτό σημαίνει λιγότερος περισπασμός» και συνέχισε να εργάζεται με
τους ίδιους σκληρούς ρυθμούς.

2.3 Τα χρόνια στο Βερολίνο: 1741-1766

Ηβασιλεία της τσαρίναςΑννας δεν κράτησεπολύ.Μετά τοθάνατό της, το
1740, τη διαδέχτηκε στο θρόνο η Ελισάβετ, κόρη του Πέτρου του Α΄, ύστερα
από πραξικόπημα εναντίον του τσάρου Ιβάν που είχε βασιλεύσει στη χώρα
για λίγο. Η πολιτική αναταραχή και η ξενοφοβία που επικρατούσε στη χώρα
εντάθηκανκαι δενθαήτανυπερβολήναπούμεπωςηκατάστασηήτανακόμα
και επικίνδυνη για τους ξένους. Εκείνη την περίοδο ο Euler πήρε ένα γράμμα
από τον βασιλιά Φρειδερίκο το Μέγα της Πρωσίας που τον καλούσε να διευ-
θύνει το μαθηματικό τμήμα της Πρωσικής Ακαδημίας των Επιστημών. Ετσι
το 1741 έφυγε από την Αγία Πετρούπολη για το Βερολίνο. Στην Ακαδημία
τουΒερολίνου επρόκειτο να μείνει για εικοσιπέντε χρόνια, έως ότου επιστρέ-
ψει ξανά πίσω στη Ρωσία. Η Ακαδημία του Βερολίνου όφειλε την έμπνευση
της δημιουργίας της στο Leibniz. Κατά τη διάρκεια, όμως, της βασιλείας του
Φρειδερίκου του Α΄, ενός ανθρώπου αμαθούς και άξεστου, η Ακαδημία πα-
ραμελήθηκε. Με το θάνατό του το 1740 και την ανάληψη της εξουσίας από
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το Φρειδερίκο το Μέγα η Ακαδημία απέκτησε ξανά ζωή. Ο νέος βασιλιάς επι-
θυμούσε να προστατεύσει τους εργάτες των γραμμάτων και των επιστημών
και να δώσει κύρος στην Ακαδημία. Για το λόγο αυτό συγκέντρωσε στους
κόλπους της πολλούς και εκλεκτούς επιστήμονες της εποχής.

Στο Βερολίνο ο Euler ήταν αρκετά ευκατάστατος όπου αγόρασε σπίτι και
μιαφάρμαστοCharlottenburg.ΟμισθόςπουτουχορηγείτοαπότηνΠρωσική
κυβέρνηση ήταν περίπου 1600 τάλιρα ετησίως ενώπληρωνόταν και από την
Ακαδημία της Αγίας Πετρούπολης καθώς παρέμενε μέλος της, καθ’ όλη τη
διάρκεια της παραμονής του στο Βερολίνο. Στην πραγματικότητα ο Euler
έστελνε τις μισές του μελέτες για δημοσίευση στη Ρωσική Ακαδημία, έγραφε
σημαντικά βιβλία με αφορμή αυτή τη συνεργασία, συμβούλευε την Ακαδη-
μία σε θέματα επιστημονικού ενδιαφέροντος και γενικότερα λειτουργούσε
σαν αντιπρόσωπός της στο Δυτικό κόσμο. Τη χρονιά, βέβαια, που έφτασε
στην Πρωσία ήταν σε εξέλιξη ο πρώτος πόλεμος της Σιλεσίας. Ο αυτοκρά-
τορας ήταν αφοσιωμένος στον πόλεμο και ως εκ τούτου η αναδιοργάνωση
και λειτουργία της Ακαδημίας καθυστερούσε. Μην έχοντας ο Euler άλλα κα-
θήκοντα, ανέλαβε να παραδίδει ιδιαίτερα μαθήματα σε μέλη βασιλικών οι-
κογενειών. Μαθητές του υπήρξαν τα παιδιά του δούκα της Βυρτεμβέργης
και αργότερα η πριγκίπισσα Φιλιππίνα Von Schwendt, ανιψιά του βασιλιά
της Πρωσίας. Οταν τα μαθήματα τελείωσαν, μετά το 1760, ο Euler αποφά-
σισε να τα εκδώσει. Ετσι γεννήθηκε το σπουδαίο του έργο Γράμματα σε μια
ΓερμανίδαΠριγκίπισσαπουαπέκτησε τεράστια δημοτικότητα και μεταφρά-
στηκε σε επτά γλώσσες. Τα Γράμματα ήταν οι παραδόσεις των μαθημάτων
του προς την πριγκίπισσα σε τομείς όπως ηΜηχανική, η Φυσική, η Οπτική, η
Αστρονομία, η θεωρίαΗχου, ηΜεταφυσική, ηΗθική, ακόμα και η Λογική. Στο
κυρίως μέρος του έργου ο Euler απαντάει σε ερωτήματα όπως: γιατί κάνει
κρύο στην κορυφή ενόςψηλού βουνού στις τροπικές χώρες, γιατί τοφεγγάρι
φαίνεται μεγαλύτερο όταν ανατέλλει και γιατί ο ουρανός είναι μπλε. Στην
αμερικάνικη έκδοση του 1833 ο εκδότης έγραφε στον πρόλογο:

«Η ευχαρίστηση του αναγνώστη συνυπάρχει σε κάθε βήμα της εξέλιξης κα-
θώς κάθε προσέγγιση στη γνώση που ακολουθεί γίνεται πηγή ολοένα και με-
γαλύτερης ικανοποίησης».

Το έργο παραμένει ακόμα και σήμερα ένα από τα πιο χαρακτηριστικά
δείγματα εκλαϊκευμένης επιστήμης.

Ενώ η εναρκτήρια συνεδρίαση της Ακαδημίας καθυστερούσε, ο Euler κα-
θώς και άλλοι διανοούμενοι της εποχής που κατοικούσαν στο Βερολίνο δη-
μιούργησανμια ιδιωτικήΕταιρία, η οποία για λίγουςμήνεςπρόσφερε επιστη-
μονικό βήμα στους επιστήμονες. Ο ίδιος ο Euler δημοσίευσε πέντε εργασίες
του στα Βερολίνεια Ανάλεκτα (Miscellanea Berolinensia) που ήταν το περιο-



20 · L E

δικό δελτίο της Εταιρίας. Ο βίος της Εταιρίας έμελλε να είναι βραχύβιος κα-
θώς τον Ιανουάριο του 1744 ξεκίνησε επιτέλους η λειτουργία της Ακαδημίας
του Βερολίνου, η οποία αποφάσισε να εκδίδει ένα ετήσιο δελτίο με τον τί-
τλο Ιστορία της Ακαδημίας των Επιστημών και των Γραμμάτων του Βερολί-
νου. Η νέαΑκαδημία, ακολουθώντας τα ίχνη των άλλων μεγάλωνΑκαδημιών
της εποχής, διοργάνωνε δημόσιους διεθνείς διαγωνισμούς. Σε έναν από αυ-
τούς το θέμα του διαγωνισμού ήταν η κριτική τηςΜοναδολογίας του Leibniz,
της φιλοσοφικής του θεωρίας για τις Μονάδες. Ο Euler παρότι, λόγω της θέ-
σης του στην Ακαδημία, επρόκειτο να είναι μέλος της κριτικής επιτροπής,
δεν άντεξε στον πειρασμό κι έγραψε μια μελέτη στα Γερμανικά ενάντια στη
θεωρία του Leibniz. Αν και το δημοσίευμα ήταν ανώνυμο, όλοι κατάλαβαν
τον συγγραφέα και επέκριναν τη στάση του. Στο Βερολίνο ο Euler έφτασε
στο απόγειο της καριέρας του. Στην Ακαδημία του Βερολίνου δημοσίευσε πε-
ρισσότερα από 125 άρθρα του για τα Μαθηματικά και τη φυσική ενώ στη
Ρωσία έστειλε άλλα 100. Ηταν ακούραστος και η δημιουργικότητά του φαί-
νεται πως δεν είχε προηγούμενο. Το 1748 δημοσίευσε την πραγματεία του
για την ανάλυση, “Introductio in analysin in initorum”, στην οποία εξέθεσε
με μεγαλοπρεπή τρόπο τη θεωρία του για τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις
και τις εφαρμογές τους. Αυτό το βιβλίο υπήρξε ορόσημο για την ανάλυση και
κυριάρχησε στο χώρο για περισσότερο από έναν αιώνα. Ακόμα και σήμερα
η ανάγνωσή του είναι γοητευτική. Το 1744 δημοσιεύτηκε μια μονογραφία
του στο Λογισμό των μεταβολών (Methodus inveniendi lineas curvesmaximi
minimive proprietate gaudentes) που είχε ξεκινήσει να γράφεται την εποχή
πουβρίσκοντανστηνΑγίαΠετρούποληκαι το 1765δημοσιεύτηκε ηπραγμα-
τεία του για τη Μηχανική των στερεών σωμάτων (Theoria motus corporum
solidorum seu rigidorum). Φυσικά, όπως συνέβη και στη Ρωσία, ο Euler ήταν
επιφορτισμένος και με καθήκοντα που σχετίζονταν με τις ανάγκες του αυτο-
κράτορα και της επικράτειας γενικότερα. Μέσα σε αυτά τα πλαίσια ασχολή-
θηκε, μεταξύ άλλων, με το νομισματικό σύστημα, το αποχετευτικό σύστημα,
τα κανάλια ναυσιπλοΪας και το συνταξιοδοτικό σύστημα. Κι ενώ φαίνεται
πως οΦρειδερίκος οΜέγας κατανοούσε την ανάγκη της ανάπτυξης τωνΜα-
θηματικών και των εφαρμογών τους, δεν ήξερε τίποτα από Μαθηματικά και
μάλλον τα περιφρονούσε. Ο αυτοκράτορας θεωρούσε τον εαυτό του έναν
πολυμαθή πνευματώδη σοφό που αγαπούσε τη φιλοσοφία, την ποίηση και
οτιδήποτε γαλλικό. Δεν είναι συμπτωματική η προτίμησή του σε προσωπι-
κότητες όπως ο Voltaire και ο d’ Alembert και η απαξίωσή του προς το πρό-
σωπο του Euler. Χαρακτηριστικό είναι ότι οι υποθέσεις της Ακαδημίας διεξά-
γονταν στα Γαλλικά και όχι στα Γερμανικά. Για το βασιλιά ο Euler ήταν ένας
άξεστος που δε γνώριζε τίποτα από φιλοσοφία. Ο Voltaire, που περνούσε με-
γάλο μέρος του χρόνου του κολακεύοντας τονΦρειδερίκο, έδειχνε να βρίσκει
μεγάλη ευχαρίστηση στο να εμπλέκει τον Euler σε φιλοσοφικές συζητήσεις
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στις οποίες ήταν δύσκολο να ανταποκριθεί, δεδομένου ότι αφορούσαν ζητή-
ματα που δεν γνώριζε. Παρόλα αυτά ο Euler τα δεχόταν όλα με ευχαρίστηση
και γελούσε μαζί με τους άλλους για τις γκάφες του. Οι σχέσεις του Euler και
του βασιλιά συνεχώς επιδεινώνονταν. Το γεγονός, όμως, που καθόρισε τις
σχέσεις τους ήταν άλλο. Οταν ξεκίνησε τη λειτουργία της η Ακαδημία, ο βα-
σιλιάς διόρισε διευθυντή της τον Maupertius, έναν επιστήμονα μικρότερου
βεληνεκούς από τον Euler. Ο τελευταίος, όπως ήταν αναμενόμενο λόγω του
χαρακτήρα του, είχε θερμές σχέσεις με το διευθυντή και ενδιαφερόταν πραγ-
ματικά για τις υποθέσεις του ιδρύματος. Μετά το θάνατο του Maupertius,
το 1759, και για διάστημα τεσσάρων ετών, ο ουσιαστικός διευθυντής της
Ακαδημίας ήταν ο Euler, αν και δεν είχε τοποθετηθεί επίσημα. Ο Φρειδερί-
κος όχι μόνο δεν του πρόσφερε τη θέση αλλά φάνηκε να μελετά το διορισμό
του d’ Alembert. Ο τελευταίος προσκλήθηκε στο Βερολίνο και, παρόλο που
υπήρχε μια παλιά ψυχρότητα ανάμεσα σε αυτόν και τον Euler για κάποια
μαθηματική αιτία, δήλωσε ξεκάθαρα στον βασιλιά ότι θα ήταν βλασφημία
να βάλει άλλον μαθηματικό πάνω από τον Euler. Απέρριψε την προσφορά
του βασιλιά κι έφυγε. Μετά από αυτό, ο Euler άρχισε να σκέφτεται την απο-
χώρησή του από την Ακαδημία. Ετσι, έγραψε στο γραμματέα της Ακαδημίας
της Αγίας Πετρούπολης εκφράζοντας του την επιθυμία του να επιστρέψει.
Σε αυτή του την απόφαση συνέβαλε το ότι η πολιτική κατάσταση στη Ρωσία
είχε σταθεροποιηθεί, μετά την άνοδο της Αικατερίνης Β΄, ή Μεγάλης Αικατε-
ρίνης, όπως ονομάστηκε, για το έργο της και την προσφορά της στη χώρα.
Ηταν μια έξυπνη και καλλιεργημένη γυναίκα που έδωσε ώθηση στις επιστή-
μες και έκανε τη Ρωσία μια μεγάλη πολιτική και στρατιωτική ευρωπαϊκή δύ-
ναμη. Στις μέρες της άνθησε και ξαναβρήκε την παλιά της αίγλη η Ακαδημία
των Επιστημών της Αγίας Πετρούπολης. Εδωσε, λοιπόν, εντολή στον πρέσβη
της χώρας της στην Πρωσία να κάνει μια προσφορά στον Euler και να δεχτεί
όλους τους όρους πουπιθανόν έθετε ο επιστήμονας. Ετσι άνοιξε ο δρόμος για
την επιστροφή του. Ο επιστήμονας μαζί με την οικογένειά του και αρκετούς
βοηθούς του ταξίδεψε για τη Ρωσία, κάνοντας μια μικρή στάση περίπου δύο
μηνών στην Πολωνία όπου ο βασιλιάς Stanislas, ένας παλιός εραστής της Αι-
κατερίνης, τον υποδέχτηκε με τιμές και εγκαρδιότητα. Ο Euler επέστρεψε,
τελικά, στην Αγία Πετρούπολη ως ήρωας παγκοσμίου φήμης και σεβασμού.

2.4 Η δεύτερη περίοδος στην Αγία Πετρούπολη μέχρι το
θάνατό του: 1766-1783.

Οι τιμές υποδοχής που του έγιναν ήταν μεγάλες, επισκιάστηκαν, όμως,
από την είδηση για το ναυάγιο του πλοίου που μετέφερε τα πράγματά τους.
Ηαντίδραση τηςΑικατερίνης ήτανάμεση. Τουπαρέδωσε έναπλήρως εξοπλι-
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σμένο σπίτι, για να στεγάσει τη δεκαοχταμελή οικογένειά του, και του παρα-
χώρησε μία από τις μαγείρισσές της.

Η καινούρια αρχή, όμως, έκρυβε κι άλλες συμφορές. Ενώ ο Euler εργαζό-
ταν αδιάκοπα μια σοβαρή ασθένεια του προκάλεσε απώλεια όρασης κι από
το άλλο του μάτι. Μπορούσε τώρα να δει μόνο πολύ μεγάλους χαρακτήρες.
Ευτυχώς, προαισθανόμενος την εξέλιξη της όρασής του, είχε εξασκηθεί στο
γράψιμο μαθηματικών τύπων σε μια μεγάλη πλάκα που είχε προσαρμόσει
στο γραφείο του. Ετσι όταν πια έχασε την όρασή του έγραφε τους μαθημα-
τικούς τύπους που ήθελε στην πλάκα και υπαγόρευε στους βοηθούς του τις
μαθηματικές φράσεις που εξηγούσαν τους τύπους. Οι ρυθμοί της δουλειάς
του δεν έπεσαν καθόλου μετά την τύφλωσή του. Θα έλεγε κανείς πως αυξή-
θηκαν. Σε αυτό τον βοήθησε σημαντικά η τεράστια μνήμη που διέθετε καθώς
και η δυνατότηταπου είχε να κάνει πολύπλοκους υπολογισμούς με το μυαλό.
Ηξερε απ’ έξω την Αινειάδα του Βιργίλιου και, παρόλο που σπάνια είχε ξανα-
κοιτάξει το βιβλίο από τότε που ήταν νέος, μπορούσε να απαγγείλει στίχους
της. Ο Condorcet αναφέρει το εξής παράδειγμα για να μνημονεύσει την κα-
ταπληκτική μνήμη του Euler:

«…δύο μαθητές του Euler που είχαν υπολογίσει το άθροισμα των δεκαεπτά
όρων μιας πολύπλοκης συγκλίνουσας σειράς –για μια συγκεκριμένη τιμή της
μεταβλητής- διαφώνησαν μεταξύ τους για μια μονάδα στο πεντηκοστό ψηφίο
του αποτελέσματος. Για να αποφασίσει ο Euler έκανε όλο τον υπολογισμό με
το μυαλό του. Η απάντησή του ήταν όντως η σωστή».

Παρόλα αυτά, θα πρέπει να ήταν δύσκολο για τον Euler να στηρίζεται
στους άλλους για να κάνει τους υπολογισμούς του. Σε ένα συγκινητικό του
γράμμα προς τον Lagrange, έγραφε:

«Μου έχουν διαβάσει όλους τους υπολογισμούς σου που αφορούν την εξί-
σωση 101 = p2 − 13q2 και έχω πειστεί εντελώς για την αξία τους. Αλλά καθώς
είμαι ανίκανος να διαβάσωή να γράψω, πρέπει να ομολογήσωπως ηφαντασία
μου δεν μπόρεσε να παρακολουθήσει ούτε τους συλλογισμούς σου στα βήματα
που ακολούθησες ούτε να κρατήσει στη μνήμη τη σημασία των συμβόλων που
χρησιμοποίησες. Είναι αλήθεια πωςπαρόμοιες διερευνήσεις στο παρελθόν μου
ήταν πολύ ευχάριστες και ξόδευα πολύ χρόνο γι αυτές. Τώρα, όμως, μπορώ να
ασχοληθώ μόνο με ότι μπορώ να κρατήσω στο μυαλό μου και συχνά αναγκά-
ζομαι να βασιστώ σε κάποιους φίλους για να κάνουν τους υπολογισμούς που
έχω σχεδιάσει…».

Στην αλληλογραφία του Lagrange, του d’ Alembert και άλλων κορυφαίων
μαθηματικών της εποχής εκφράζεται η ανησυχία και η συμπάθειά τους για
την αναπηρία του. Ο ίδιος όμως δεν το βάζει κάτω. Ενα λαμπρό παράδειγμα
των υπολογισμών του νου του είναι η ανάλυση που έκανε στο πρόβλημα
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της κίνησης της Σελήνης. Η σεληνιακή θεωρία, που προξενούσε πονοκέφαλο
στο Νεύτωνα, αναλύθηκε διεξοδικά από τον Euler την εποχή που μπορούσε
να χρησιμοποιεί για τους υπολογισμούς του μόνο το μυαλό του. Ποτέ άλ-
λοτε η καταπληκτική του μνήμη δεν τον βοήθησε τόσο όσο την εποχή που
έβλεπε τα Μαθηματικά με τα μάτια του μυαλού του μόνο. Τα υπόλοιπα βι-
βλία που υπαγόρευσε στους βοηθούς του αυτήν την περίοδο είναι: το έργο
τουDioptrica, το μνημειώδες τρίτομο έργο για τονΟλοκληρωτικόΛογισμόμε
τίτλο “Institutiones calculi integralis” και η πραγματεία του για την Αλγεβρα
με τον τίτλο “Vollstandige Anleitung zur Algebra”. Στα πρώτα χρόνια της δεύ-
τερης περιόδου του Euler στη Ρωσία αναφέρεται και το παρακάτω γεγονός
που, εκτός των άλλων, τονίζει την ακλόνητη θρησκευτική του πίστη. Οταν ο
Diderot, προσκεκλημένος της Μεγάλης Αικατερίνης, επισκέφτηκε το παλάτι
της Ρωσίας προσπάθησε να μυήσει τους αυλικούς της βασίλισσας στον αθεϊ-
σμό. Η Αικατερίνη θέλοντας να σταματήσει τη μετάδοση αθεϊστικών ιδεών
στην αυλή της παρακάλεσε τον Euler να τη βοηθήσει, πράγμα εύκολο γιατί
ταΜαθηματικάήτανσανκινέζικα για τοφιλόσοφοDiderot. ΟDeMorganστο
κλασσικό βιβλίο του Ο σάκος με τα παράδοξα (1872) αναφέρει:

«Ο Diderot πληροφορήθηκε πως ένας σοβαρός μαθηματικός κατείχε μια
αλγεβρική απόδειξη της ύπαρξης του Θεού και θα την παρουσίαζε μπροστά σε
όλη την αυλή, αν ήθελε να την ακούσει (ο Diderot). Ο φιλόσοφος συγκατένευσε
ευχαρίστως… ο Euler προχώρησε προς το μέρος του και είπε με σοβαρότητα
και με απόλυτη σιγουριά: «Κύριε, a+bn

n
= x , συνεπώς υπάρχει Θεός. Αποκρι-

θείτε!»
Τα γέλια που ακολούθησαν σκέπασαν τη στενάχωρη σιωπή του φιλοσό-

φου που ζήτησε από την αυτοκράτειρα την άδεια να επιστρέψει στη Γαλλία.
Ετσι ο Euler κατάφερε έστω και καθυστερημένα να δώσει τη δική του απά-
ντησηστους Γάλλουςφιλοσόφουςπουυποτιμούσαν το έργο του.Πριν ακόμα
περάσουν έξι χρόνια από την επιστροφή του Euler στη Ρωσία ένα ακόμα δυ-
σάρεστο γεγονός σημάδεψε τη ζωή της οικογένειάς του. Στη μεγάλη πυρκα-
γιά του 1771 το σπίτι του καθώς και ολόκληρη η επίπλωσή του κάηκαν. Ο
ίδιος σώθηκε από θαύμα χάρη στον ηρωισμό του Ελβετού υπηρέτη του Peter
Grimm (ή Grimmon ) που τον έβγαλε μέσα από τις φλόγες. Κι ενώ η βιβλιο-
θήκη δεν γλίτωσε την καταστροφή, ευτυχώς τα χειρόγραφά του, χάρη στις
έγκυρες ενέργειες τουκόμηOrloff, σώθηκαν.Ηοικογένεια, οιφίλοι καθώςκαι
οι αφοσιωμένοι μαθητές του στάθηκαν στο πλευρό του για να μπορέσει να
συνεχίσει το επιστημονικό του έργο.Ηαυτοκράτειρααποκατέστησε τη ζημιά
και η ζωή συνεχίστηκε. Το 1773, όμως, ένα νέο χτύπημα τον βρήκε. Τη χρονιά
που ο Euler έγινε εξήντα έξι χρονών, πέθανε η γυναίκα του, Κατερίνα. Τρία
χρόνια αργότερα παντρεύτηκε την Salome Abigail Gsell, ετεροθαλή αδερφή
της γυναίκας του, κι έζησε μαζί της μέχρι το θάνατό του. Ο Euler πέθανε στις
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18 Σεπτεμβρίου 1783 από εγκεφαλική αιμορραγία. Μέχρι να αφήσει και την
τελευταία του πνοή κυριολεκτικά εργαζόταν. Εκείνη την ημέρα έκανε παρέα
με τα εγγόνια του και μετά ασχολήθηκε με ερωτήματα που σχετίζονταν με
την πτήση των μπαλονιών. Το απόγευμα της ίδιας μέρας δούλεψε με τους
βοηθούς του πάνω στην τροχιά του πρόσφατα ανακαλυφθέντος πλανήτη
Ουρανού.Η εσωτερικήαιμορραγίαπουυπέστηπροκάλεσε τονάμεσοθάνατό
του. Αφού τον πένθησαν η οικογένειά του, οι συνάδελφοί του και ολόκληρη
η επιστημονική κοινότητα οδηγήθηκε στην τελευταία του κατοικία. Ενας με-
γάλος επιστήμονας θα έμενε για πάντα στην ιστορία.

2.5 Λίγα λόγια για το έργο του

Τα χρόνια που προηγήθηκαν της μαθηματικής σταδιοδρομίας του Euler
η μαθηματική και φυσική επιστήμη είχε λύσει έναν τεράστιο αριθμό μεμονω-
μένων προβλημάτων με στόχο την ενοποίηση. Ομως δεν είχε γίνει ακόμα μια
συστηματική επιχείρηση ενοποίησης όλων των Μαθηματικών, καθαρών και
εφαρμοσμένων. Η Αναλυτική Γεωμετρία, που εγκαινιάστηκε το 1637, χρη-
σιμοποιούνταν ήδη περίπου εννιά δεκαετίες, ο Λογισμός περίπου πέντε και
ο Νευτώνειος νόμος της παγκόσμιας βαρύτητας ήταν γνωστός τα τελευταία
σαράντα χρόνια. Οι ισχυρές αναλυτικές μέθοδοι του Descartes, του Newton
και του Leibniz που συνδέονταν με τη Μηχανική και τη Γεωμετρία δεν εί-
χαν γίνει ακόμα πεδίο εξαντλητικής μελέτης και έρευνας. Κι ενώ η Αναλυ-
τική Γεωμετρία και ο Απειροστικός Λογισμός ήταν ακόμα στην παιδική τους
ηλικία, ο Euler κατανόησε γρήγορα τις μεθόδους τους και έκανε αλλαγές,
ενίοτε δε και τελειοποιήσεις, που εφάρμοσε σε πολλά πεδία των θετικών
επιστημών. Επιπλέον συστηματοποίησε και ενοποίησε διασκορπισμένα με-
ρικά αποτελέσματα και απομονωμένα θεωρήματα δίνοντας έτσι πολύτιμες
ανακαλύψεις. Χαρακτηριστικό είναι ότι και σήμερα ακόμα ένα μεγάλο μέρος
της ύλης των Μαθηματικών που διδάσκεται στο σχολείο βρίσκεται ουσια-
στικά στο επίπεδο της επεξεργασίας του Euler. Η παρουσίαση των κωνικών
τομών, για παράδειγμα, και των τετραγωνικών επιφανειών στον χώρο των
τριών διαστάσεων από την άποψη της γενικής εξίσωσης δευτέρου βαθμού
είναι δική του. Ο Euler δημιούργησε, κυριολεκτικά, νέους κλάδους των Μα-
θηματικών όπως η συνδυαστική τοπολογία (combinatorial topology), η θε-
ωρία γραφημάτων (graph theory), ο λογισμός των μεταβολών (calculus of
variations) και η Τοπολογία (topology). Ηταν ο ιδρυτής της σύγχρονης απο-
τύπωσης του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισμού (modern differential
and integral calculus) και στα βιβλία του παρουσίασε την Αλγεβρα και το λο-
γισμό με τις εφαρμογές τους σε ολόκληρες γενιές σπουδαστών. Χωρίς υπερ-
βολή θαμπορούσαμε ναπούμε πωςπέτυχε στην ανάλυσηαυτόπου οΕυκλεί-
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δηςπέτυχε στηΓεωμετρία. Επιπλέον έβαλε ταθεμέλια της θεωρίας τωναριθ-
μών ως ιδιαίτερου κλάδου των Μαθηματικών, μια διαδικασία που ολοκλη-
ρώθηκεαπό τονGauss με την έκδοση τουμνημειώδους έργου του “Disquisiti-
ones Arithmeticae”. Ακολουθεί μια λίστα με τα αντικείμενα που απασχόλη-
σαν τον Euler, στα περισσότερα από τα οποία οι μελέτες του ήταν πρωτο-
πόρες: Διαφορικός και ολοκληρωτικός λογισμός Λογαριθμικές, εκθετικές και
τριγωνομετρικές συναρτήσεις, Διαφορικές εξισώσεις και μερικές διαφορικές
εξισώσεις, Ελλειπτικές συναρτήσεις και ολοκληρώματα, Υπεργεωμετρικά ο-
λοκληρώματα, ΕυκλείδειαΓεωμετρία,ΘεωρίαΑριθμών,Αλγεβρα, Συνεχήκλά-
σματα, Ζήταγινόμενα,Απειρεςσειρές και γινόμενα,Αποκλίνουσεςσειρές,Μη-
χανική σωματιδίων, Μηχανική στερεών σωμάτων, Λογισμός μεταβολών, Ο-
πτική (θεωρίακαι εφαρμογές), Υδροστατική, Υδροδυναμική,Αστρονομία, Κί-
νηση σελήνης και πλανητών, Τοπολογία, Θεωρία γραφημάτων.

2.5αʹ Η χαρτογραφία στο έργο του Euler

Κατά τον δέκατο όγδοο αιώνα, η χερσαία χαρτογραφία αποτελούσε πολύ
σημαντικό αντικείμενο. Η ασχολία του Euler με τη χαρτογραφία ξεκίνησε
το 1735 όταν του ανατέθηκε από τη Σύγκλητο της Ρωσικής Ακαδημίας η
επίβλεψη της εκπόνησης χαρτών για τη δεύτερη εξερευνητική εκστρατεία
της Kamchatka. Συνεργάστηκε με τον Delisle, ο οποίος βελτίωσε τις προβο-
λές του Πτολεμαίου για την απεικόνιση της σφαίρας στο επίπεδο, αναπτύσ-
σοντας μια ισοσκελισμένη κωνική προβολή με σταθερή παράλληλη τοποθέ-
τηση όλων των μεσημβρινών, το γεωγραφικό πλάτος και το γεωγραφικό μή-
κος παράγουν τις συντεταγμένες ενός σημείου. Ο Euler συμφώνησε με αυτού
του τύπου την αποτύπωση διότι παρείχε μεγαλύτερη ακρίβεια. Για ένα ολό-
κληρο έτος ο Euler και ο Delisle μελετώντας επιμέρους χάρτες, εργάστηκαν
για τη δημιουργία ενός χάρτη που απεικόνιζε τα σύνορα της Ρωσικής Αυτο-
κρατορίας. Ο Euler μετέπειτα εργάστηκε στη δημιουργία ενός άτλαντα της
Ρωσικής Αυτοκρατορίας όπου υπήρχαν επιμέρους γεωγραφικοί χάρτες των
19 επαρχιών της (Calinger, 2016).

Το 1741, παρουσιάστηκε στην Ακαδημία της Αγίας Πετρούπολης το έργο
του «Methodus viri celeberrimi Leonhardi Euleri determinandi gradus meri-
diani pariter ac paralleli telluris, secundummensuram a celeb. deMaupertuis
cum sociis institutam» («Η Μέθοδος του διάσημου Leonhard Euler για τον
προσδιορισμό ενόςμεσημβρινούκαι ενόςπαραλλήλουτηςΓηςπουβασίστηκε
στις μετρήσεις του διάσημου de Maupertuis και των συνεργατών του»). Η
συγκεκριμένη εργασία δημοσιεύτηκε το 1750.

Κατά τηδιάρκεια της δεύτερηςπαραμονής τουστηνΑγίαΠετρούπολη, τα
έτη 1777 και 1778, δημοσίευσε τρία άρθρα, στον τόμο 1777 του περιοδικού
Acta, σχετικά με τη χαρτογραφία, τα εξής:
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i. De repraesentatione super iciei sphaericae super plano (Η αναπα-
ράσταση των σφαιρικών επιφανειών στο επίπεδο)

ii. De proiectione geographica super iciei sphaericae (Οι γεωγραφι-
κές προβολές των σφαιρικών επιφανειών)

iii. De proiectione geographica Deslisliana in mappa generali imperii
russici usitata (Η γεωγραφική προβολή του Delisle, η οποία χρησιμοποιή-
θηκε στο σχεδιασμό του χάρτη της Ρωσικής Αυτοκρατορίας)

Τοπρώτοάρθροπεριλαμβάνει σημαντικάαποτελέσματακαι τεχνικές εξε-
τάζοντας τους γεωγραφικούς χάρτες υπό το πρίσμα του διαφορικού λογι-
σμού και του λογισμού των μεταβολών. Στο άρθρο αυτό ο Euler αποδεικνύει
ότι δεν υφίσταται «τέλεια» ή «ακριβής» χαρτογράφηση από τη σφαίρα στο
επίπεδο παρά μόνον χάρτης που διατηρεί τις αποστάσεις (ως προς κάποιο
παράγοντα) σε κάποια σειρά καμπυλών. Αυτό το αποτέλεσμαπροέκυψε από
τη μελέτη των μερικών διαφορικών εξισώσεων. Λαμβάνοντας υπόψη αυτό
το αρνητικό συμπέρασμα, ο Euler θώρησε ότι για την πιο ακριβή χαρτογρά-
φηση θα πρέπει να βρεθεί η καλύτερη δυνατή προσέγγιση. Εξέτασε διάφο-
ρες προβολές της σφαίρας αναζητώντας συστηματικά τις μερικές διαφορι-
κές εξισώσεις που να τις ικανοποιούν. Ετσι, επισήμανε του παρακάτω τρεις
τύπους χάρτη:

• Χάρτες στους οποίους οι μεσημβρινοί είναι κάθετοι σε έναν συγκεκρι-
μένο άξονα στο επίπεδο (οριζόντιος άξονας) και όλοι οι παράλληλοι το-
ποθετούνται κάθετα σ’ αυτόν.

• Χάρτες οι οποίοι διατηρούν τις ιδιότητες των μικρών απεικονίσεων,
δηλαδή είναι σύμμορφοι.

• Χάρτες που η επιφάνειά τους αντιπροσωπεύεται στο πραγματικό της
μέγεθος.

Ο Euler έδωσε παραδείγματα τέτοιων χαρτών, οι οποίοι κατασκευάζο-
νταν με διάφορους τρόπους, όπως με την προβολή της σφαίρας σ’ ένα εφα-
πτόμενο επίπεδο, ενός εφαπτομένου στον ισημερινό κυλίνδρου κ.α. Κατόπιν
μελέτησε τις παραμορφώσεις των αποστάσεων και των γωνιών των συγκε-
κριμένων χαρτών. Στο τέλος του άρθρου του αναφέρει ότι η συγκεκριμένη
εργασία δεν έχει άμεση πρακτική χρήση.

Σε αντίθεση με το προηγούμενο άρθρο του, ο Euler στο δεύτερο άρθρο
του μελέτησε προβολές οι οποίες είχαν πρακτική εφαρμογή.

Τέλος, στο τρίτο άρθρο της σειράς αυτής, ο Euler ανασκοπεί τις κύριες
ιδιότητες της στερεογραφικής προβολής: οι παράλληλοι και οι μεσημβρινοί
τέμνονται σε ορθές γωνίες και έτσι είναι σύμμορφοι. Στη συνέχεια όμως εκ-
θέτει τα μειονεκτήματααυτής τηςπροβολής: υπάρχει μεγάληπαραμόρφωση
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τωνμηκών ιδιαίτεραότανπρέπει κανείς νασχεδιάσει χάρτες μεγάλωνπεριο-
χών της Γης.

Ακολούθως, αναλύει τα πλεονεκτήματα του χάρτη που σχεδιάστηκε από
τον Delisle και αναπτύσσει μαθηματική θεωρία για το συγκεκριμένο χάρτη.
Τοκύριοπλεονέκτηματουσυγκεκριμένουχάρτη είναι ότι ενώοι μεσημβρινοί
απεικονίζονται ως ευθείες γραμμές, οι λοιποί μεγάλοι κύκλοι δεν αποκλίνουν
σημαντικά από την ευθεία. Αυτή η υπόθεση εμφανίζεται ξανά, σχεδόν έναν
αιώνα μετά, σε ένα άρθρο του Beltrami. Είναι η πρώτη φορά που συναντά-
ται σε μαθηματικό άρθρο μια πρόωρη έννοια της «οιονεί γεωδαισίας». Στη
συνέχεια, διερευνά με ποιο τρόπο διαφέρει η αποτύπωση ενός μεγάλου κύ-
κλου στο χάρτη από μια ευθεία. Το συμπέρασμα του άρθρου, όπως αναφέρει
ο Παπαδόπουλος στο [21] είναι το εξής:

Σε αυτή την προβολή αποκτάται το εξαιρετικό πλεονέκτημα, ότι οι ευθείες
γραμμές, που πηγαίνουν από οποιοδήποτε σημείο σε οποιοδήποτε άλλο ση-
μείο, αντιστοιχούν μάλλον ακριβώς στους μεγάλους κύκλους και συνεπώς οι
αποστάσεις μεταξύ οποιονδήποτε θέσεων στο χάρτη μπορούν να μετρηθούν
χρησιμοποιώντας την πυξίδα, χωρίς σημαντικό λάθος. Λόγω αυτών των σημα-
ντικών χαρακτηριστικών η προβολή που συζητήθηκε προτιμήθηκε σε σχέση
με άλλες για την κατασκευή του γενικού χάρτη της Ρωσικής Αυτοκρατορίας
και υπό από αυστηρές προϋποθέσεις, διαφέρει ελάχιστα από την πραγματικό-
τητα.





Κεφάλαιο 3

Διαφορικες Εξισώσεις και
Χαρτογραφία

Η παρούσα ενότητα περιέχει το μαθηματικό μέρος της εργασίας. Σκοπός
μας είναι να παρουσιάσουμε τη μέθοδο του Euler για την κατασκευή επί-
πεδων χαρτών. Ο Euler θεμελίωσε το όλο προβλημα σε καθαρά θεωρητική
βάση ανάγοντάς το βασικά στην επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Η μέθοδος
του Euler είναι εξαιρετικά γενική και δίδει ουσιαστικά τη δυνατότητα να ορι-
σθούν εκ νέου σχεδόν όλοι οι χάρτες που είχαν ανακαλυφθεί απο γνωστούς
Μαθηματικούς και Γεωγράφους.

Ο Euler το 1777 δημοσιεύει τρεις μελέτες στη χαρτογραφία [8], [9], [10]
όπου, ενώ θέτει το πρόβλημα της χαρτογραφίας και ξεκινά τη μελέτη του
από καθαράπρακτικούς λόγους, ανακαλύπτει νέες μαθηματικές τεχνικές και
εργαλεία που εμπλουτίζουν τα ίδια τα μαθηματικά. Πάνω όμως και από τις
νέες μαθηματικές τεχνικές αυτό που είναι απαράμιλλο είναι ο τρόπος που
θεμελιώνει και αντιμετωπίζει το πρόβλημα της χαρτογραφίας.

Οι επιμέρους ενότητες του κεφαλαίου είναι οι εξής:
Στην πρώτη ενότητα εξηγούμε τι είναι οι τέλειοι χάρτες και παρουσιά-

ζουμε μια απόδειξη της μη-ύπαρξης τέλειων χαρτών. Η απόδειξη βασίζεται
πάνω στις ιδέες του Euler αλλά παρουσιάζεται με σύγχρονους μαθηματκούς
όρουςακολουθώνταςβασικάτο [2].Μεδεδομένοότι τέλειοι χάρτες δενυπάρ-
χουν, παρουσιάζονται επίσης οι τρεις βασικές υποθέσεις βάσει των οποίων
κατασκευάζονται οι γεωγραφικές προβολές από τη σφαίρα (ή από ένα υπο-
σύνολο της σφαίρας) στο Ευκλείδειο επίπεδο.

Στη δεύτερη ενότητα κατασκευάζουμε γεωγραφικές προβολές που ικα-
νοποιούν την πρώτη υπόθεση η οποία απαιτεί όλες οι παράλληλες να απει-
κονίζονται σε ευθείες παράλληλες σε ένα σταθερό άξονα ενώ οι μεσημβρινοί
να απεικονίζονται σε ευθείες κάθετες στις εικόνες των παραλλήλων. Επιλύ-
οντας διαφορικές εξισώσεις παίρνουμε με αυτή την υπόθεση τον χάρτη του
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Μαρίνου του Τύριου.
Στην τρίτη ενότητα βρίσκουμε γεωγραφικές προβολές που ικανοποιούν

τη δεύτερη υπόθεση δηλαδή διατηρούν τις γωνίες. Αποδεικνύουμε οτι ο χάρ-
της του Mercator προέρχεται από μια τέτοια προβολή που διατηρεί τις γω-
νίες. Εξηγούμε, επίσης, πως με τις διαφορικές εξισώσεις μπορούμε να κατα-
σκευάσουμε μια μεγάλη κλάσση γεωγραφικών προβολών που διατηρούν τις
γωνίες.

Στην τέταρτη ενότηταμελετάμε γεωγραφικέςπροβολέςπου ικανοποιούν
την τρίτη υπόθεση τουEuler, δηλαδήπροβολές που διατηρούν τα εμβαδά και
βρίσκουμε με χρήση διαφορικών εξισώσεων τέτοιες προβολές.

Η πέμπτη ενότητα είναι καθαρά εισαγωγική και με ερευνητικό ενδιαφέ-
ρον. Αναφερόμαστε στο πρόβλημα της εύρεσης γεωγραφικών χαρτών που
εμφανίζουν την ελάχιστη απόκλιση από την πραγματικότητα ενώ διατηρούν
τα εμβαδά. Για το λόγο αυτό εισάγουμε το συντελεστή στρέβλωσης των μη-
σύμμορφων απεικονίσεων και προσπαθούμε να τον συνδέσουμε με τους γε-
ωγραφικούς χάρτες.

3.1 Γιατί δεν υπάρχουν τέλειοι χάρτες

ΣυμβολίζουμεμεE2 τοΕυκλείδειο επίπεδοκαι μεS2 τημοναδιαίασφαίρα.
Η μετρική πάνω στη μοναδιαία σφαίρα είναι η γωνιώδης μετρική, σύμφωνα
με την οποία η απόσταση δύο σημείων p, q ∈ S2 είναι εξ ορισμού το μήκος
του μικρότερου τόξου του μοναδιαίου κύκλου C ⊂ S2, με p, q ∈ C.

Μία λεία απεικόνιση f (δηλ. η f έχει μερικές παραγώγους κάθε τάξης)
από τη σφαίρα S2 ή από ένα υποσύνολο της σφαίρας στο E2 θα ονομάζεται
τέλεια αν για κάθε p ∈ S2 υπάρχει μια περιοχή U(p) του p στην S2 έτσι ώστε
ο περιορισμός της f στην περιοχή U(p) διατηρεί τα απειροστά μήκη κατά
μήκος των μεσημβρινών και των παραλλήλων της S2, καθώς επίσης και τις
ορθές γωνίες μεταξύ των μεσημβρινών και των παραλλήλων.

Μια τοπική ισομετρία f : X → Y μεταξύ δύο χώρωνX και Y με μετρική
είναι μια απεικόνιση η οποία διατηρεί τις αποστάσεις τοπικά. Με άλλα λόγια
για κάθε p ∈ X υπάρχει μια περιοχή U(p) του p στονX έτσι ώστε ο περιορι-
σμός της f πάνω στην U(p) διατηρεί τις αποστάσεις.

Σε αυτή την παράγραφο θα αποδείξουμε οτι δεν υπάρχουν τέλειες απει-
κονίσεις από τη σφαιρα S2 στο επίπεδο E2. Η ιδέα της απόδειξης βασίζεται
στον Euler ο οποίος ανάγει το πρόβλημα της ύπαρξης μιας τέλειας απεικόνι-
σης στη λύση ενός συστήματος διαφορικών εξισώσεων. Ακολούθως αποδει-
κνύοντας ότι το σύστημα δεν έχει λύση συνάγεται ότι δεν υπάρχουν τέλειες
απεικονίσεις. Η μέθοδος του Euler είναι αρκετά γενική και μπορεί να εφαρ-
μοστεί και σε άλλα προβλήματα [2]. Η παρουσίαση της απόδειξης ακολουθεί
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την απόδειξη του [2] όπου οι ιδέες του Euler καταγράφονται με τη σύγχρονη
μαθηματική γλώσσα.

Παρατηρήσεις
(1) Ο ορισμός της τέλειας απεικόνισης υπαρχει στο [8]. Ομως ακόμη και

σε αυτό το αρθρο ο ορισμός δεν δίδεται με ρητό τρόπο αλλά ο αναγνώστης
πρέπει να διαβάσει προσεκτικά το άρθρο για να τον καταλάβει. Στο ίδιο άρ-
θρο ο Euler αναφέρει ότι είναι γνωστό ότι τέλειες απεικονίσεις δεν υπάρ-
χουν. Η μη-ύπαρξη τέλειων απεικονίσεων ήταν μια κοινή παραδοχή στους
μαθηματικούς και γεωγράφους απο την αρχαιότητα αν και δεν υπήρχε κα-
ταγεγραμμένος ακριβής ορισμός. Γενικά μια απεικόνιση εθεωρείτο τέλεια αν
διατηρεί τα μήκη πάνω στους μεσημβρινούς και τις παραλλήλους, αν διατη-
ρεί το σχήμα και αν διατηρεί τα εμβαδά. Ηταν λοιπόν γνωστό ότι απεικο-
νήσεις που να έχουν και τις τρεις ιδιότητες δεν υπάρχουν και όταν κάποιος
κατασκευάζει χάρτες θα έπρεπε να αποφασίσει ποιες από τις τρεις ιδιότητες
πρέπει να έχει ο χάρτης (δες [13], Κεφάλαιο 2).

(2) Είναι αξιοσημείωτο ότι μπορεί να αποδειχτεί ότι μια τέλεια απεικό-
νιση πρέπει να είναι μια ισομετρία. Κατά συνέπεια το Θεώρημα του Euler
προκύπτει σανπόρισμα ενόςπερίφημουθεωρήματος τουGauss τοοποίο έχει
μείνει στην ιστορία σαν το ”Υπέροχο Θεώρημα” (“Theorema Egregium”). Το
θεώρημα του Gauss λέει ότι οι τοπικές ισομετρίες διατηρούν την καμπυλό-
τητα των επιφανειών. Αρα δεν υπάρχει τοπική ισομετρία από τη σφαίρα στο
επίπεδο με δεδομένο ότι η σφαίρα έχει θετική καμπυλότητα +1 ενώ το επί-
πεδο έχει καμπυλότητα 0. Ομως Gauss γεννήθηκε το 1777 ακριβώς τη χρονιά
που ο Euler δημοσίευε το άρθρο του και δημοσίευσε το ”Υπέροχο Θεώρημα”
το 1828.

Ακολούθως παρουσιάζουμε την απόδειξη του Euler για μη-ύπαρξη τέ-
λειων απεικονίσεων.
Θεώρημα 3.1.1 Δενυπάρχει μια λειααπεικόνισηΦαπόμιαπεριοχή τηςσφαί-
ρας S2 σε μια περιοχή του Ευκλείδειου επιπέδου E2 η οποία είναι τέλεια.

Proof. Θεωρούμε μια παραμέτριση του ανατολικού ημισφαιρίου S0 της S2

που δίδεται από την απεικόνιση:

p : (−π

2
,
π

2
)×(−π

2
,
π

2
) → S0 με p(t, u) = (cos(t) cos(u), sin(t) cos(u), sin(u)).

Ετσι οι u-καμπύλες είναι ημικύκλια πάνω στους μεσημβρινούς της S2 και
άρα είναι γεωδαισιάκα τμήματα της S2 (δηλαδή τμήματα που πραγματο-
ποιούν την απόσταση μεταξύ των σημείων), ενώ οι t-καμπύλες είναι ημικύ-
κλια που βρίσκονται πάνω στις παραλλήλους της S2 και δεν είναι γεωδαι-
σιακά τμήματα, βλέπε Σχήμα 2 παρακάτω.
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Σχήμα 2 : Παραμέτρηση του ανατολικού σφαιρικού ημισφαιρίου

Συμβολίζουμε |p1−p2| την γωνιώδη απόσταση μεταξύ των σημείων p1, p2
∈ S2 και με ||P1−P2|| την Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ τωνσημείωνP1, P2 ∈
E2.

Εστω t, dt, t + dt, u, du, u + du ∈ (−π/2, π/2), du ̸= 0, dt ̸= 0. Τότε, (δες
σχήμα 2), θέτουμε

p(t, u) = p, p(t, u+ du) = q, p(t+ dt, u) = r.

Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι οι γωνίες που τέμνονται οι μεσημβρινοί με
τις παραλλήλους είναι ορθές.

Για τη συνέχεια έχουμε ανάγκη τους εξής ισχυρισμούς.
Ισχυρισμός1. Επειδήοιπαράλληλοι κύκλοι και οι μεσημβρινοί τέμνονται

κάθετα ισχύει ότι

(3.1) lim
dt→0

q̂pr =
π

2
.

Ισχυρισμός 2. Ισχύει ότι

|r − p|
2

=

∣∣∣∣sin dt

2

∣∣∣∣ cosu.
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Απόδειξη του Ισχυρισμού 2.
Τα σημεία p, r ανήκουν σε ένα παράλληλο κύκλο C ακτίνας cos u. Συνε-

πώς αυτά τα σημεία ορίζουν μια χορδή του C μήκους 2| sin(dt/2)| cosu. Από
την άλλη μεριά τασημεία p, r ανήκουν σε ένα μέγιστο κύκλο γεωδαισιακό κύ-
κλοCg της S2 δηλαδή ένα μέγιστο κύκλο της S2, και άρα η χορδή που ενώνει
αυτά τα σημεία έχει μήκος 2 sin(|r − p|/2). Αρα η ισότητα έπεται.

Ισχυρισμός 3. Ισχύει ότι

(3.2) lim
dt→0

|r − p|
|dt|

= cosu.

Αποδειξη του Ισχυρισμού 3.
Απο τον ισχυρισμό 1 έχουμε ότι

sin |r − p|
2

=

∣∣∣∣sin dt

2

∣∣∣∣ cosu.
Εποnμένως

(3.3)

lim
dt→0

|r − p|
|dt|

= lim
dt→0

|r−p|
2

sin |r−p|
2

| sin dt
2
| cosu

|dt|
2

= lim
w→0

w
2

sin w
2

· lim
dt→0

| sin dt
2
|

|dt|
2

cosu

= cosu.

Είμαστε τώρα σε θέση συμπληρώσουμε την απόδειξη του θεωρήματος.
Υποθέτουμε ότι η Φ είναι μια τέλεια απεικόνιση που ορίζεται σε μια πε-

ριοχή του σημείου p και φθάνουμε σε μια αντίφαση.
Θέτουμε

Φ(p(t, u)) = P (t, u) και P (t, u) = (x(t, u), y(t, u)).

Για συντομία θέτουμε

P (t, u) = P, P (t, u+ du) = Q,P (t+ dt, u) = R, x(t, u) = x, y(t, u) = y.

Η ύπαρξη της τέλειας απεικόνισης Φ συνεπάγεται ότι

(3.4) lim
du→0

|q − p|
|du|

= lim
du→0

||Q− P ||
|du|

,
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(3.5) lim
dt→0

|r − p|
|dt|

= lim
dt→0

||R− P ||
|dt|

,

(3.6) lim
dt→0

q̂pr = lim
dt→0

Q̂PR.

Από την άλλη μεριά έχουμε

(3.7) lim
du→0

|q − p|
|du|

= 1,

(3.8) lim
du→0

||Q− P ||
|du|

=

√(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

,

(3.9) lim
dt→0

||R− P ||
|dt|

=

√(
∂x

∂t

)2

+

(
∂y

∂t

)2

.

Από τον ισχυρισμό 3 έχουμε,

(3.10) lim
dt→0

|r − p|
|dt|

= cosu,

και από τον ισχυρισμό 1 προκύπτει ότι

lim
dt→0

cos Q̂PR = 0.

Αυτό συνεπάγεται ότι
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(3.11)

0 = lim
dt→0

∣∣∣∣∣ ⟨
−→
PQ,

−→
PR⟩

||P −Q|| · ||P −R||

∣∣∣∣∣ = lim
du→0

lim
dt→0

∣∣∣∣∣ ⟨
−→
PQ,

−→
PR⟩

||P −Q|| · ||P −R||

∣∣∣∣∣
= lim

du→0
lim
dt→0

|⟨(P (t, u+ du)− P ), (P (t+ dt, u)− P )⟩|
||P (t, u+ du)− P || · ||P (t+ dt, t)− P ||

= lim
du→0

lim
dt→0

|⟨ (x(t,u+du)−x,y(t,u+du)−y)
du

, (x(t+dt,u)−x,y(t+dt,u)−y)
dt

⟩|
|| (x(t,u+du)−x,y(t,u+du)−y)

du
|| · || (x(t+dt,u)−x,y(t+dt,u)−y)

dt
||

=

∣∣∣∣⟨(∂x

∂u
,
∂y

∂u

)
,

(
∂x

∂t
,
∂y

∂t

)
⟩
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(∂x

∂u
,
∂y

∂u

)∣∣∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣∣∣(∂x

∂t
,
∂y

∂t

)∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(∂x

∂u

∂x

∂t
+

∂y

∂u

∂y

∂t

)∣∣∣∣√(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2
√(

∂x

∂t

)2

+

(
∂y

∂t

)2
.

όπου ⟨·, ·⟩ συμβολίζει το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων.
Ετσι από (3.4), (3.5), (3.6), λαμβάνουμε τις ακόλουθες σχέσεις:

(3.12)
√(

∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

= 1,

(3.13)
√(

∂x

∂t

)2

+

(
∂y

∂t

)2

= cosu,

(3.14) ∂x

∂u

∂x

∂t
+

∂y

∂u

∂y

∂t
= 0.

Τώρα από τις σχέσεις (3.12) και (3.13), υπάρχει (ϕ, ω) έτσι ώστε

(3.15)

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u

)
= (cosϕ, sinϕ),(

∂x

∂t
,
∂y

∂t

)
= (cosu cosω, cosu sinω).
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Χρησιμοποιώντας τη σχέση (3.14), συνάγουμε ότι ω = π
2
+ ϕ ή ϕ = 3π

2
+

ϕ. Εάν υποθέσουμε ότι ω = π
2
+ ϕ (η άλλη περίπτωση μελετάται ανάλογα),

παίρνουμε ότι

(3.16)
(
∂x

∂u
,
∂y

∂u

)
= (cosϕ, sinϕ),

(3.17)
(
∂x

∂t
,
∂y

∂t

)
= (− cosu sinϕ, cosu cosϕ).

Επομένως, επειδή

∂2

∂u∂t
=

∂2

∂t∂u

Οι σχέσεις (3.16) και (3.17) συνεπάγονται ότι

(3.18) − sinϕ∂ϕ
∂t

= − cosϕ∂ϕ
∂u
cosu+ sinϕ sinu,

(3.19) cosϕ∂ϕ
∂t

= − sinϕ∂ϕ
∂u
cosu− cosϕ sinu.

Επιλύοντας το σύστημα των εξισώσεων (3.18) και (3.19) έχουμε ότι

∂ϕ

∂u
= 0 και ∂ϕ

∂t
= − sinu.

Αρα,

0 =
∂2ϕ

∂t∂u
=

∂2ϕ

∂u∂t
= − cosu,

το οποίο δίνει μιαν αντίφαση.

3.2 Κατασκευήχαρτώνπου ικανοποιούντηνπρώτηυπό-
θεση του Euler

Η πρώτη και ασθενέστερη υπόθεση του Euler για την κατασκευή επίπε-
δων χαρτών διατυπώνεται ως εξής:
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Οι εικόνες των παραλλήλων είναι ευθείες παράλληλες σε σταθερό άξονα
και οι είκονες των μεσημβρινών είναι ευθείες κάθετες στις εικόνες των παραλ-
λήλων.

Στη συνέχεια θα ταυτίσουμε το σταθερό άξονα με τον x-άξονα.
Εστω, όπωςπροηγούμενα,S0 είναι το ανατολικό ημισφαίριο το οποίο πα-

ραμετρίζουμε με το γεωγραφικό μήκος και πλάτος (t, u)αντίστοιχα μέσωτης
απεικόνισης p : (−π

2
, π
2
)× (−π

2
, π
2
) → S0 όπου

p(t, u) = (cos(t) cos(u), sin(t) cos(u), sin(u)).

Εστω S0 → E2 : (t, u) → (x(t, u), y(t, u)) μια γεωγραφική προβολή που
ικανοποιεί την παραπάνω υπόθεση του Euler.

Από τα προηγούμενα έχουμε ότι η συνθήκη της καθετότητος είναι ισοδύ-
ναμη με την συνθήκη 3.14. Ισχύουν οι εξής γενικές σχέσεις

(3.20)
dx =

∂x

∂u
du+

∂x

∂t
dt

dy =
∂y

∂u
du+

∂y

∂t
dt.

Θέτοντας p = ∂x
∂u
, q = ∂x

∂t
, r = ∂y

∂u
, s = ∂y

∂t
έχουμε από τις σχέσεις (3.20)

dx = pdu+ qdt
dy = rdu+ sdt.

Αρα η σχέση γίνεται

(3.21) r

p
= −q

s
.

Θέτουμε

(3.22) p = m cosϕ, r = m sinϕ

όπου ϕ είναι η κλίση του διανύσματος (p, r) σχετικά με τον x-άξονα. Αρα

(3.23) r

p
= −q

s
= tanϕ.

Επομένως από (3.23) υπάρχει κάποια συνάρτηση nώστε να ισχύει
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(3.24) q = n sinϕ, s = −n cosϕ.

Από υπόθεση, επειδή οι εικόνες των μεσημβρινών είναι κάθετες στον x-
άξονα θα είναι ϕ = π/2. Αρα χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (3.22) και (3.24),
οι σχέσεις (3.21) παίρνουν τη μορφή

(3.25) dx = ndt, dy = mdu.

Θεωρώντας τοnσανσυνάρτησημόνο του tκαι τοmσανσυνάρτησημόνο
του u οι σχέσεις (3.25) είναι ολοκληρώσιμες. Αρα με απλή ολοκλήρωση υπο-
λογίζουμε τις συντεταγμένεςx, y.Γιαπαράδειγμα, ανn = m = 1 τότε έχουμε

dx = dt, dy = du

από όπου παίρνουμε

x = t, y = u

η οποία είναι η γεωγραφική προβολή του Μαρίνου του Τύριου.

3.3 Σύμμορφες γεωγραφικές προβολές

Σκοπός της ενότητας είναι ναβρούμεγεωγραφικέςπροβολέςαπότησφαί-
ρα στο Ευκλείδειο επίπεδο που ικανοποιούν την δεύτερη υπόθεση του Euler
η οποία διατυπώνεται ως εξής:

Οι γεωγραφικες προβολές διατηρούν τις ιδιότητες της ομοιότητος των μι-
κρών σχημάτων.

Μεσύγχρονουςμαθηματικούςόρουςψάχνουμεαπεικονίσειςαπότησφαί-
ρα στο Ευκλείδειο επίπεδο που διατηρούν τις γωνίες. Αυτές οι απεικονίσεις
λέγονται σύμμορφες.

Εστω λοιπόν S0 → E2 : Φ(t, u) = (x(t, u), y(t, u)) μια σύμμορφη απεικό-
νιση. Από την προηγούμενηπαράγραφο, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (3.22)
και (3.24), οι σχέσεις (3.21), παίρνουν τη μορφή

dx = m cosϕdu+ n sinϕdt
dy = m sinϕdu− n cosϕdt

Επίσης, επειδή η Φ είναι σύμμορφη οι εξής συνθήκες ομοιότητος ικανο-
ποιούνται,
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lim|du|→0 ||P −Q||/du
lim|dt|→0 ||P −R||/dt

=
lim|du|→0 |p− q|/du
lim|dt|→0 |p− r|/dt

⇒
√
p2 + r2√
q2 + s2

=
1

cosu ⇒ m

n
=

1

cosu.

Αρα οι σχέσεις (3.26) γίνονται

(3.26) dx = m cosϕdu+m sinϕ cosudt
dy = m sinϕdu−m cosϕ cosudt

και θέτοντας ξανά p = m cosϕ, r = m sinϕ, έχουμε τις εξισώσεις

dx = pdu+ r cosudt
dy = rdu− p cosudt,

και η εύρεσησύμμορφωναπεικονίσεωνανάγεται στην εύρεσησυναρτήσεων
p(t, u), r(t, u)ώστε οι εξισώσεις (3.27) να είναι ολοκληρώσιμες.

3.3αʹ Ο Χάρτης του Mercator

Θέτοντας στη σχέση (3.27) p = 0 , r = 1/ cosu, το σύστημα γίνεται

dx = dt
dy = du

cosu

Επιλύοντας το σύστημα (3.27) με απλή ολοκλήρωση έχουμε

(3.27)
x = t

y =

∫
du

cosu.

Για τονυπολογισμότουπαραπάνωολοκληρώματος εργαζόμαστεως εξής:∫
du

cosu =

∫
du

cos2 u
2
− sin2 u

2

=

∫
du

1− tan2 u
2

1

cos2 u
2

Θέτοντας

z = tan u

2
⇒ dz

du
=

1

2

1

cos2 u
2

⇒ 2dz =
du

cos2 u
2

⇒

∫
du

cosu = 2

∫
1

1− z2
dx = ln

∣∣∣∣1 + z

1− z

∣∣∣∣ = ln 1 + tan u
2

1− tan u
2

= ln
(
tan

(π
4
+

u

2

))
.
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Αρα τελικά έχουμε τους τύπους που δίνουν τις συντεταγμένες x(t, u), y(t, u):

x = t

y = ln
(
tan

(π
4
+

u

2

))
.

3.3βʹ Eύρεση άλλων σύμμορφων προβολών

Εκτός απο την προβολή του Mercator η οποία δίδεται σαν μια ειδική και
απλή λύση του συστήματος (3.27) των διαφορικών εξισώσεων, το γενικό
σύστημα των διαφορικών εξισώσεων (3.27) έχει και άλλες λύσεις οι οποίες
όμως δεν είναι εύκολο, όπως ο ίδιος ο Euler γράφει, να βρεθούν. Στο [8] ο
Euler παρουσιάζει διάφορες μεθόδους και λύσεις του συστήματος (3.27). Η
πρώτημέθοδος τηνοποίαθασχολιάσουμεπαρακάτωείναι στοιχειώδηςόσον
αφορά τις τεχνικές αλλά όχι εύκολη. Ουσιαστικά ανάγει τη λύση των δια-
φορικών εξισώσεων (3.27) σε ολοκλήρωση συναρτήσεων μιας μεταβλητής.
Η μέθοδός του, η οποία είναι πλέον κεντρική στην επίλυση διαφορικών εξι-
σώσεων με μερικές παραγώγους συνίσταται στο να υποθέσει κανείς ότι οι
συναρτήσεις p και r που εμφανίζονται στις σχέσεις (3.27) είναι γινόμενο συ-
ναρτήσεων όπου κάθε συνάρτηση του γινομένου είναι συνάρτηση μόνο ως
προς t ή μόνο ως προς u.

Εκτός όμως από την παραπάνω μέθοδο ο Euler παρουσιάζει μια γενική
μέθοδο λύσης των διαφορικών εξισώσεων (3.27). Οι μετασχηματισμοί που
πραγματοποιεί σε αυτή τη γενική μέθοδο ώστε να μπορέσει να μετασχημα-
τίσει και ολοκληρώσει τις σχέσεις (3.27) είναι εκπληκτικοί. Ισχυρίζεται ότι
με αυτή τη μέθοδο κατασκευάζει κάθε σύμμορφη απεικόνιση από τη σφαίρα
στο επίπεδο.Μεταξύτωνάλλωνκατασκευάζει ”azimuthal” (αζιμούθιους) χάρ-
τες, δηλαδή χάρτες που οι παράλληλες απεικονίζονται σε ομόκεντρους κύ-
κλους και οι μεσημβρινοί σε ακτίνες που ξεκινούν από το κοινό κέντρο των
ομόκεντρων κύκλων. Επίσης παραδέχεται ότι πολλές από τις λύσεις που βρί-
σκει δεν έχουν καμμιά πρακτική χρήση στην χαρτογραφία.

Παρακάτω θα περιγράψουμε τη μέθοδο του ”χωρισμού μεταβλητών” ό-
πως την εισάγει και την χρησιμοποιεί ο Euler και θα περιγράψουμε επίσης
πως ο Euler ανάγει το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων (3.27) σε ενα
απλούστερο. Πιο συγκεκριμένα θέτουμε

p = UT και r = VΘ

όπουU , V είναι συναρτήσεις μόνο του u και T,Θ είναι συναρτήσεις μόνο του
t. Αρα οι (3.27) γίνονται
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(3.28)
dx = UTdu+ VΘ cosudt

dy = VΘdu− UT cosudt

Από αυτό είναι δυνατόν μέσω ολοκληρωμάτων να βρούμε μια διπλή έκ-
φραση των x και y. Εάν το t το θεωρήσουμε σταθερό τότε ο δεύτερος προ-
σθεταίος μηδενίζεται και άρα έχουμε

x = T

∫
Udu

y = Θ

∫
V du.

Παρόμοια, αν θεωρήσουμε το u σταθερό τότε ο πρώτος προσθεταίος μηδε-
νίζεται και άρα έχουμε

x = V cosu
∫

Θdt

y = −U cosu
∫

Tdt

Από τις παραπάνω σχέσεις έχουμε

(3.29)
T

∫
Udu = V cosu

∫
Θdt

Θ

∫
V du = −U cosu

∫
Tdt.

Η ισοδύναμα ∫
Udu

V cosu =

∫
Θdt

T∫
V du

U cosu = −

∫
Tdt

Θ
.

Από τις (3.30) μπορούμε να υπολογίσουμε τα U, V, T, Θ, διότι η πρώτη
από τις σχέσεις (3.30) συνεπάγεται ότι∫

Udu

V cosu =

∫
Θdt

T
= a

και η δεύτερη από τις σχέσεις (3.30) συνεπάγεται ότι



42 · Δ Ε Χ

∫
V du

U cosu = −
∫
Tdt

Θ
= b

όπου a, b είναι σταθερές. Πιό αναλυτικά, αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι
στις σχέσεις (3.30) οι πρώτοι όροι των ισοτήτων είναι συναρτήσεις μόνο του
u ενώ οι δεύτεροι όροι των ισοτήτων συναρτήσεις μόνο του t.

3.4 Γεωγραφικές προβολές που διατηρούν τα εμβαδά

Σε αυτή την παράγραφο ψάχνουμε για γεωγραφικές προβολές που ικα-
νοποιούν την τρίτη υπόθεση του Euler η οποία διατυπώνεται ως εξής:

Οι προβολές διατηρούν τα εμβαδά και επίσης οι μεσημβρινοί και οι παράλ-
ληλες προβάλλονται σε καμπύλες οι οποίες τέμνονται κάθετα στον E2.

Εστω f : S0 → E2 μιαλεία, ομαλήαπεικόνισημε f(t, u) = (x(t, u), y(t, u)),
δηλαδή, (∂x/∂t, ∂y/∂t) ̸= (0, 0) και (∂x/∂u, ∂y/∂u) ̸= (0, 0).

Εάν p = (t, u), q = (t, u + du), r = (t + dt, u) σημεία στο S0 θέτουμε
P = f(t, u), Q = f(t, u+ du), R = f(t+ dt, u).

Σκοπός μας είναι να ανάγουμε ξανά το πρόβλημα ευρέσεως της f σε ένα
σύστημα διαφορικών εξισώσεων. Ξεκινάμε λοιπόν με τους γενικούς τύπους

dx = pdu+ qdt, dy = rdu+ sdt

p =
∂x

∂u
, q =

∂x

∂t
, r =

∂y

∂u
, s =

∂y

∂t
.

Οπως έχουμε ήδη αποδείξει επειδή η καθετότητα των μεσημβρινών και των
παραλλήλων διατηρείται, έχουμε

(3.30) −s

q
=

p

r
= n

για κάποια συνάρτηση n την οποία μπορούμε να υποθέσουμε θετική, [8],
[14].
Αρα, s = −np, q = nr και επομένως έχουμε

dx = pdu+ nrdt,
dy = rdu− npdt

Υπενθυμίζουμε ότι στην παράγραφο 3.1 έχουμε αποδείξει ότι

lim
du→0

|q − p|
|du|

= 1,
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lim
dt→0

|r − p|
|dt|

= cosu,

lim
du→0

||Q− P ||
|du|

=

√
(
∂x

∂u
)2 + (

∂y

∂u
)2 =

√
p2 + r2,

lim
dt→0

||R− P ||
|dt|

=

√
(
∂x

∂t
)2 + (

∂y

∂t
)2 = n

√
p2 + r2.

και επειδή η f διατηρεί τα εμβαδά θα έχουμε

n
(
p2 + r2

)
|du||dt| = cosu|du||dt|

από όπου

(3.31) n =
cosu
p2 + r2

.

Επομένως από τις σχέσεις (3.31) και (3.31) έχουμε

(3.32) dx = pdu+
r cosu
p2 + r2

dt, dy = rdu− p cosu
p2 + r2

dt

Για να απλοποιήσουμε τους υπολογισμούς θέτουμε p = m cosϕ και r =

m sinϕ, όπουm =
√
(∂x
∂u
)2 + ( ∂y

∂u
)2 > 0, άρα έχουμε

dx = m cosϕdu+
cosu sinϕ

m
dt, dy = m sinϕdu− cosu cosϕ

m
dt.

Επιπλέον, θέτουμεm = k cosu άρα k > 0 και έχουμε

(3.33) dx = k cosu cosϕdu+
sinϕ
k

dt, dy = k cosu sinϕdu− cosϕ
k

dt.

Μπορούμεάμεσα να επαληθεύσουμε ότι μια λύση τωνπαραπάνωεξισώσεων
επιτυγχάνεται θέτοντας k = 1, ϕ = π/2, δηλαδή,

x(t, u) = t, y(t, u) = sinu.
Τέλος θέτοντας k = a, ϕ = φ0, όπου a, φ0 είναι αυθαίρετες σταθερές, ο τύπος

x(t, u) = a sinu cosφ0 +
t sinφ0

a
, y (t, u) = a sinu sinφ0 −

t cosφ0

a
.
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ορίζει μια γενικότερη λύση της (3.32). Αυτή η λύση στην ουσία διαφέρει από
τις προηγούμενες μόνο στο γεγονός ότι οι μεσημβρινοί δεν είναι πλέον κάθε-
τοι στον x -άξονα. Επίσης μπορούμε να αποδείξουμε το εξής.

Λήμμα 3.4.1 Εάν ησυνάρτηση k είναι σταθερήστησχέση (3.32) τότε η γωνία
ϕ πρέπει να είναι σταθερή.

Proof. Υποθέτουμε ότι k(t, u) = a μια σταθερά και θα δείξουμε ότι η ϕ(t, u)
είναι επίσης σταθερή συνάρτηση.

(3.34)

∂x

∂u
= a cosu cosϕ ,

∂x

∂t
=
sinϕ
a

∂y

∂u
= a cosu sinϕ ,

∂y

∂t
= −cosϕ

a

Από την παραπάνω σχέση έχουμε

(3.35)

∂2x

∂t∂u
=

∂2x

∂u∂t
⇒ −a cosu sinϕ∂ϕ

∂t
=
cosϕ
a

∂ϕ

∂u

∂2y

∂t∂u
=

∂2y

∂u∂t
⇒ a cosu cosϕ∂ϕ

∂t
=
sinϕ
a

∂ϕ

∂u

Επομένως,

− sinϕcosϕ =
cosϕ
sinϕ =⇒ − sin2 ϕ = cos2 ϕ ⇒ ϕ σταθερή.

Για να βρούμε άλλες λύσεις του συστήματος (3.33) θέτουμε v = cosu,
και έχουμε το εξής σύστημα διαφορικών εξισώσεων

dx = k cosϕdv + sinϕ
k

dt,

dy = k sinϕdv − cosϕ
k

dt.

Υποθέτουμε τώρα ότι το k είναι συνάρτηση μόνο του v και ισούται με V
και το ϕ είναι συνάρτηση μόνο του t και ισούται με T. Τότε οι σχέσεις (3.36)
γίνονται
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(3.36)
dx = V cosTdv + sinT

V
dt

dy = V sinTdv − cosT
V

dt

από όπου με ολοκλήρωση έχουμε ότι

(3.37)
x = cosT

∫
V dv =

1

V

∫
sinTdt

y = sinT
∫

V dv = − 1

V

∫
cosTdt.

Από τις παραπάνω ισότητες έχουμε

(3.38)
V

∫
V dv =

∫
sinTdt
cosT = a

−V

∫
V dv =

∫
cosTdt
sinT = −b.

Από τις δύο εκφράσεις του V έπεται ότι a = b και με παραγώγιση έχουμε

V dv = −adV

V 2
⇒ dv = −adV

V 3

και ακολούθως με ολοκλήρωση

v + c =
a

V 2
⇒ V =

√
a

2(v + c)
.

Επίσης για τη συνάρτηση T έχουμε

(3.39)

∫
sinTdt = a cosT

−
∫
cosTdt = a sinT

και με παραγώγιση

dT = −dt

a
⇒ T = − t

a
.
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Ολοκληρώνοντας την παραπάνω τιμή της V παίρνουμε∫
V dv =

√
2a(v + c)

και άρα

(3.40)
x =

√
2a(v + c) cos t

a

y = −
√
2a(v + c) sin t

a

από όπου έπεται άμεσα ότι

(3.41)

y

x
= − tan t

a√
x2 + y2 =

√
2a(v + c).

Από τους τελευταίους τύπους έπεται ότι οι παράλληλες απεικονίζονται μέσω
της γεωγραφικής προβολής σε ομόκεντρους κύκλους και οι μεσημβρινοί σε
ακτίνες που ξεκινάνε από το κοινό κέντρο των ομόκεντρων κύκλων.

3.5 Το πρόβλημα της απόκλισης των γεωγραφικών χαρ-
τών από την πραγματικότητα

Στη δεύτερη παράγραφο δείξαμε με βάση τη μέθοδο του Euler ότι δεν
υπάρχουν τέλειοι χάρτες. Ακολούθως είδαμε πως ο Euler βάζοντας κάποιες
υποθέσεις κατασκευάζει γεωγραφικές προβολές που τις ικανοποιούν.Με δε-
δομένο λοιπόν ότι δεν υπάρχουν τέλειοι χάρτες ένα φυσιολογικό ερώτημα
είναι να βρεθούν οι ”καλύτεροι” χάρτες, δηλαδή χάρτες που παρουσιάζουν
τη μικρότερη απόκλιση από την πραγματικότητα. Στο πέρασμα των χρόνων
αποδείχθηκε ότι το παραπάνω ερώτημα είχε μια μεγάλη δυναμική και γέν-
νησε τη θεωρία των σχεδόν-σύμμορφων απεικονίσεων η οποία επηρέασε
πολλούς κλάδους των μαθηματικών και διαμόρφωσε νέους.

Ο ίδιος ο Euler [8] αλλά και ο Lagrange [17] και ο Lambert [16] γνωρί-
ζοντας ότι υπάρχουν άπειρες γεωγραφικές προβολές που διατηρούν τις γω-
νίες μελέτησαν το πρόβλημα της εύρεσης της προβολής που έχει τη μικρό-
τερη απόκλιση από την πραγματικότητα. Ο Lagrange αναφέρεται στη δου-
λειά του Lambert και στη συνέχεια εισάγει ένα συντελεστή παραμόρφωσης
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με βάση τον οποίο ψάχνει να βρει την ”καλύτερη” απεικόνιση. Ο Euler με-
λετά το όλο πρόβλημα με δικές του μεθόδους διαφορετικές από αυτές των
Lagrange και Lambert. Ο Chebyshev (1821-1894) [3], [4] μελέτησε το πρό-
βλημα της εύρεσης της ”καλύτερης” απεικόνισης ακολουθώντας τις ιδέες του
Lagrange τον οποίο θαύμαζε και μελετούσε ό,τι αυτός έγραφε. Τέλος οMilnor
[19] ασχολήθηκε με τη χαρτογραφία και συγκεκριμένα τοπρόβλημα της ”κα-
λύτερης” προβολής. Ετσι, μελέτησε τις εργασίες του Chebyshev και ξανααπέ-
δειξε τις εργασίες του χρησιμοποιώντας σύγχρονη μαθηματική γλώσσα και
παρατηρώντας ότι οι δουλειές του Chebyshev παρέμειναν αχρησιμοποίητες
από τους χαρτογράφους για πάνω από εκατό χρόνια.

Ολοι οι παραπάνωμαθηματικοί ασχολήθηκαν με το πρόβλημα της ”καλύ-
τερης” προβολής μένοντας μέσα στην κλάση των σύμμορφων απεικονίσεων.
Πρώτος ο Τissot (1824–1897) θεώρησε και μελέτησε το πρόβλημα της καλύ-
τερης προβολής μέσα στο χώρο των μη-σύμμορφων απεικονίσεων. Ο Τissot
δημοσίευσε κατ’ αρχάς τις εργασίες του στο Comptes Rendus [24], [25], [26],
[27] και πολλές από τις επόμενες εργασίες του αναπαράγoνται στο μακρο-
σκελές άρθρο [28]. Παρακάτω θα προσπαθήσουμε αδρά να περιγράψουμε
τις βασικές ιδέες του Τissot.

Εστω U ένας τόπος του R2 δηλαδή ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύ-
νολο του R2. Εστω επίσης f : U → f(U) ⊂ R2 μια απεικόνιση της μορφής
f(t, u) = (x(t, u), y(t, u)) και υποθέτουμε ότι η f είναι 1− 1 και όλες οι μερι-
κές παράγωγοι των x(t, u), y(t, u) υπάρχουν και είναι συνεχείς συναρτήσεις,
δηλαδή η f είναι της κλάσηςC1. Σε ένα σημείο (t, u) ∈ U θεωρούμε τον 2× 2
πίνακα

Df(t, u) =

 ∂x

∂t
(t, u)

∂x

∂u
(t, u)

∂y

∂t
(t, u)

∂y

∂u
(t, u)



Αυτός ο πίνακας είναι αντιστρέψιμος και δρά στα διανύσματα τουR2 με ση-
μείο εφαρμογής το σημείο (t, u) και τα στέλνει σε διανύσματα του R2 με ση-
μείο εφαρμογής το σημείο (x, y) = f(t, u). Συμβολίζουμε με T(t,u)R

2 (αντ.
T(x0,y0)R

2) τα διανύσματα με σημείο εφαρμογής το (t, u) (αντ. (x, y)). Αυτοί
οι χώροι θα αναφέρονται σαν εφαπτόμενοι χώροι στα σημεία (t, u) και (x, y)
αντίστοιχα. Είναι γνωστό ότι η f διατηρεί τον προσανατολισμό και τις γω-
νίες αν και μόνον αν ισχύουν οι εξής συνθήκες που ονομάζονται συνθήκες
των Cauchy-Riemann:
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(3.42)

∂x

∂t
(t, u) =

∂y

∂u
(t, u)

∂y

∂t
(t, u) = −∂x

∂u
(t, u).

Αν ισχύουν οι συνθήκες Cauchy-Riemann τότε εύκολα μπορούμε να απο-
δείξουμε ότι οι κύκλοι στον T(t,u)R

2 (δηλαδή όλα τα διανύσματα με ίσο μή-
κος) στέλνονται σε κύκλους του T(x,y)R

2 μέσω του πίνακα Df(t, u). Αν λοι-
πόν θεωρήσουμε τον μοναδαίο κύκλο στον T(t,u)R

2 τότε αυτός απεικονίζεται
σε έναν κύκλο ακτίνας ρ. Το μέγεθος ρ μετράει πόσο διαφέρει μια σύμμορφη
απεικόνιση από του να είναι ισομετρία καθόσον οι ισομετρίες διατηρούν τα
μήκη των κύκλων.

Υποθέτουμε στη συνέχεια ότι η f δεν είναι σύμμορφη και άρα δεν ισχύ-
ουν οι συνθήκες Cauchy-Riemann. Τότε ένας κύκλος του T(t,u)R

2 απεικονίζε-
ται εν γένει σε μια έλλειψη του T(x,y)R

2 μέσω του πίνακαDf(t, u). Αν a είναι
το μήκος του μεγάλου άξονα της έλλειψης και b το μήκος μικρού άξονα τότε ο
λόγος a/b > 1 ορίζεται σανπαραμόρφωση της f στοσημείο (t, u) και μετράει
την απόκλιση της f από του να είναι σύμμορφη απεικόνιση. Στη συνέχεια θα
συμβολίζουμε το λόγο a/b στο σημείο (t, u) με Af (t, u). Ο υπολογισμός του
Af (t, u) εν γένει δεν είναι εύκολος, αλλά όταν η f είναι της κλάσης C1 και
εισαγάγοντας μιγαδικό συμβολισμό ο όρος Af (t, u) υπολογίζεται χρησιμο-
ποιώντας έχουμε τους εξής τύπους ([11], p. 2):

(3.43) Af (t, u) =
|(ft − ifu)| + |(ft + ifu)|
|(ft − ifu)| − |(ft + ifu)|

όπου

ft =
∂x

∂t
+ i

∂y

∂t

fu =
∂x

∂u
+ i

∂y

∂u
.

Ακολούθως, αν f0(t, u) = (t, sinu) είναι η κυλινδρική προβολή του Lambert
που διατηρεί τα εμβαδά, θα υπολογίσουμε τη στρέβλωσηAf0(t, u).

Κατ’ αρχάς με βάση τους τύπους (3.43) και (3.44) έχουμε ότι

(3.44)
ft =

∂x

∂t
+ i

∂y

∂t
= 1

fu =
∂x

∂u
+ i

∂y

∂u
= cosu
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άρα

Af (t, u) =
|1 + cosu| + |1− cosu|
|1 + cosu| − |1− cosu| =

1

cosu.

Από την άλλη μεριά αν θεωρήσουμε την απεικόνιση

p : (−π

2
,
π

2
)×(−π

2
,
π

2
) → S0 με p(t, u) = (cos(t) cos(u), sin(t) cos(u), sin(u)).

ο 3× 2 πίνακας


∂
∂t
cos(t) cos(u) ∂

∂u
cos(t) cos(u)

∂
∂t
sin(t) cos(u) ∂

∂u
sin(t) cos(u)

∂
∂t
sin(u) ∂

∂u
sin(u)

 =


− sin(t) cos(u) − cos(t) sin(u)

cos(t) cos(u) sin(t) sin(u)

0 cosu


στέλνει το διάνυσμα e1 = (1, 0) στο διάνυσμα

r1 = (− sin(t) cos(u), cos(t) cos(u), 0)

και το e2 = (0, 1) στο

r2 = (− cos(t) sin(u), sin(t) sin(u), cosu).

Ισχύει ότι

⟨r1, r2⟩ = 0
|r1| = cosu
|r2| = 1

δηλαδή τα r1, r2 είναι κάθετα μεταξύ τους με μήκη αντίστοιχα cosu και 1.
Αρα η στρέβλωση Ap(t, u) της απεικόνισης p στο σημείο (t, u) είναι |r2|/|r1|
= 1/ cosu. Επομένως μπορούμε να δείξουμε ότι η στρέβλωση της γεωγρα-
φικής προβολής f0(t, u) = (t, sinu) στο σημείο της σφαίρας με γεωγραφικές
συντεταγμένες (t, u) ισούται μεAp(t, u) ·Af0(t, u) = 1/ cos2 u, (βλέπε Εικόνα
10).

Τελειώνοντας θα θέσουμε ένα πρόβλημα η απάντηση του οποίου έχει και
ερευνητικό ενδιαφέρον.

Πρόβλημα Χρησιμοποιώντας τους τύπους 3.33 μπορούμε να υπολογί-
σουμε τη στρέβλωση όλων των γεωγραφικών προβολών της ενότητας 5 που
διατηρούν τα εμβαδά.Φαίνεται λοιπόνπιθανόν ναμπορούμε να εκτιμήσουμε
τη στρέβλωσηόλωναυτών τωνπροβολών και να τηνφράξουμε από τηστρέ-
βλωση της προβολής f0 του Lambert.





Κεφάλαιο 4

Εκόνες Χαρτών και Σχήματα

Εικόνα 1 : Στερεογραφική προβολή
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Εικόνα 2 : LEONARDO da Vinci Bird’s-eye-view of sea coast Pen, ink,
watercolour on paper, 272 x 400 mm Royal Library, Windsor

Εικόνα 3 : Οι γεωγραφικές συντεταγμένες στην σφαίρα
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Εικόνα 4 : Κυλινδρική προβολή

Εικόνα 5 : Ο χάρτης του Μαρίνου του Τύριου
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Εικόνα 6 : Ο χάρτης του Lambert που διατηρεί τα εμβαδά

Εικόνα 7 : Ο χάρτης του Πτολεμαίου που βασίζεται στην πρώτη κωνική
προβολή
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Εικόνα 8 : Ο χάρτης του Πτολεμαίου που βασίζεται στην δεύτερη κωνική
προβολή

Εικόνα 9 : Ο χάρτης του Mercator
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Εικόνα 10 : Η παραμόρφωση του Tissot στον χάρτη του Lambert
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